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Введение

В последние десятилетия достигнут значительный прогресс в исследовании низ-

коразмерных систем с взаимодействием между частицами. Объясняется это тем,

что, во-первых, многие важные эффекты, которые широко исследуются в насто-

ящее время и до сих пор не находят достаточно удовлетворительного объяснения

в рамках более или менее завершенной теории, являются эффективно низкораз-

мерными. Например, квантовый эффект Холла и высокотемпературная сверхпро-

водимость являются в значительный степени двумерными явлениями. Во-вторых,

одномерные, квази-одномерные и двумерные системы проще трёхмерных систем,

поэтому они легче поддаются изучению как аналитическими, так и численными

методами. В третьих, некоторые свойства систем в различных измерениях, такие

как критическое поведение, могут иметь общие черты. В четвертых, в последнее

время в результате технологического прогресса в области нанотехнологии, кванто-

вых точек, оптических решёток стало возможным не только получение достаточно

чистых одномерных и двумерных структур, таких как нанотрубки и графен, но

и синтез кристаллических решёток из искусственных атомов с заранее заданной

структурой. В частности, структуру кристаллической решётки можно задать та-

ким образом, чтобы система обладала более высокой симметрией, чем обычная

спиновая симметрия.

Известно, что уже задача трёх тел в трёхмерном пространстве с кулоновским

взаимодействием не решается. Однако, в одномерии парное взаимодействие с по-
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тенциалом, обратно пропорциональным квадрату расстояния, задает интегриру-

емую систему, которая известна как рациональная модель Калоджеро [32]. Она

вместе с её различными обобщениями является одной из немногих многочастич-

ных интегрируемых систем с взаимодействием, имеет множество приложений в

современной физике и достаточно подробно изучена в литературе (см. обзоры

[167, 160]) . Были построены и изучены ее различные интегрируемые расширения,

в частности, для тригонометрических и эллиптических потенциалов, для частиц

со спином, для суперсимметричных систем, а также для всех алгебр Ли.

В континуaльном или термодинамическом пределе, то есть в пределе большого

числа частиц, модель Калоджеро переходит в теорию Янга-Миллса на цилиндре,

а его суперконформное расширение описывает черную дыру вблизи горизонта.

В этом пределе система имеет солитонные решения, отвечающие фундаменталь-

ным возбуждениям. Квантовая система Калоджеро описывает свободные части-

цы с дробной статистикой, тип которого определяется силой взаимодействия [164].

Кроме того, вариационное основное состояние дробного квантового эффекта Хол-

ла, известное как состояние Лафлина [119], можно рассматривать как некоторую

деформацию основного состояния модели Калоджеро [17]. Тригонометрический

аналог модели связан с интегрируемой цепочкой со спином 1/2 с дальним взаимо-

действием, которая обладает основным состоянием с резонирующими валентными

связями [91]. Модель Калоджеро и его модификации возникают в матричных мо-

делях, W∞-алгебрах, квантовых группах, случайных матрицах и многих других

областях физики и математики.

Известны различные способы её решения: метод Лакса, метод редукции мат-

ричной модели, сведение к системе свободных частиц с использованием конформ-

ной симметрии. Более того, N -частичная система модель является максимально

суперинтегрируемой, т. е. обладает 2N − 1 независимыми интегралами движения,

среди которых имеется N коммутирующих интегралов Лиувилля. Эти интегралы
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построены и исследованы в литературе [208, 115]. Каждый из интегралов Лиувил-

ля определяет в свою очередь отдельную динамическую систему, которая тоже

является максимально суперинтегрируемой. Следует отметить, что конформная

симметрия, которая задаётся группой SL(2, R), и является на самом деле симмет-

рией действия, а не гамильтониана, который является одним из трёх генераторов

группы. Тем не менее, благодаря этой симметрии, в системе возникает дополни-

тельный интеграл движения: элемент Казимира конформной алгебры, который

квадратичен по импульсам и соответствует угловой части гамильтониана, если

формально представить модель Калоджеро как движение N -мерной частицы в

поле со сложным потенциалом.

Следует отметить, что рациональная модель Калоджеро является частным

(интегрируемым) случаем конформной механики – более общего класса систем

обладающих конформной SL(2, R) симметрией. В конформной механике, как и в

модели Калоджеро, радиальные и угловые переменные разделяются. Вся инфор-

мация о конформной механике закодирована в её сферической части, которую

можно рассматривать как отдельную систему, которую мы называем сфериче-

ской механикой. Эта система сама по себе представляет интерес, так как описыва-

ет многоцентровое обобщение (N − 1)-мерного осциллятора Хиггса [97]. Очевид-

но, сферическая механика, построенная на базе рациональной модели Калоджеро,

является интегрируемой системой. Однако, построение её интегралов движения,

изучение их алгебры и их связи с интегралами движениями базовой системы яв-

ляется нетривиальной задачей.

В данной работе подробно исследуется инегралы движения сферической меха-

ники, постренной на базе рациональной модели Калоджеро и конформной меха-

ники в целом.

Одной из основных проблем физики конденсированных сред является изучение

свойств сильно коррелированных материалов, где каждый атом содержит лока-
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лизованные орбитали с сильным кулоновским и обменным взаимодействием. Со-

ответствующие модели описывают системы взаимодействующих частиц, локали-

зованных в узлах кристаллический решётки в приближении сильной связи. Про-

стейшей системой сильно коррелированных электронов является модель Хаббар-

да, которая описывает переход между проводящим и диэлектрическим состояни-

ями. Она является решёточной фермионной моделью с перескоками электронов,

находящихся на s-орбиталях, на соседние узлы, которые моделируют туннелиро-

вание, и взаимным кулоновским отталкиванием двух электронов, находящихся

в одном узле. В настоящее время предложены и исследованы также различные

обобщения модели Хаббарда для многозонных электронных систем в присутствии

дополнительных взаимодействий, при ограничениях на перескоки электронов, при

наличии дополнительных симметрий и т. д.

После открытия высокотемпературной сверхпроводимости выяснилось, что обыч-

ная теория БКШ, основанная на приближении среднего поля, неприменима для

её объяснения. В работе [12] Андерсон предложил исследовать высокотемпера-

турную сверхпроводимость в рамках модели сильно коррелированных электро-

нов. Большинство из многочисленных исследований в данном направлении, по-

явившихся впоследствии, использовали приближённые или численные методы. Из-

вестно всего лишь несколько точных результатов. Один из них получен в рамках

алгебраического подхода и основан на свойствах так называемых электронных

η-пар [216], которые образуют состояния, обладающие так называемым внедиаго-

нальным дальним порядком (off-diagonal long-range order, ODLRO) [215]. Данное

свойство предполагает также эффект Мейснера и квантование потока, которые со-

путствуют сверхпроводимости. Сверхпроводимость обеспечивается мобильностью

так называемых η-пар, которые аналогичны куперовским парам в стандартной

теории [215, 216]. Однако основное состояние обычной модели Хаббарда не обла-

дает таким свойством, поэтому стали рассматриваться её различные расширения
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[42, 43].

В пределе сильного кулоновского взаимодействия и при половинном заполне-

нии, когда на один узел приходится по одному свободному электрону, электроны

фиксируются в разных узлах, и модель Хаббарда переходит в магнетик Гайзен-

берга спина 1/2. Последний представляет собой систему спинов в узлах решетки

с обменным взаимодействием между соседними спинами. Модель Гайзенберга, в

свою очередь, является простейшей системой взаимодействующих квантовых спи-

нов. Как и для модели Хаббарда, рассматриваются также её различные расшире-

ния, например, при наличии спиновых обменов более высокого порядка. Следует

отметить, что из огромного количества известных взаимодействующих спиновых

и фермионных квантовых систем на решетках лишь некоторые можно решить

точно, вычислив спектр или свободную энергию в термодинамическом пределе. В

основном – это одномерные системы, для которых работает метод обратной зада-

чи рассеяния, приводящий к уравнениям Бете, среди которых: одномерная модель

Хаббарда, цепочка Гайзенберга со спином 1/2 [23], её обобщение для более высо-

ких спинов [18] и симметрий более высокого ранга – цепочка Сазерленда [194],

одномерная модель Хаббарда.

Однако, некоторые важные свойства системы носят более универсальный ха-

рактер, чем интегрируемость: они остаются неизменными при изменении парамет-

ров системы, или даже для достаточно широкого класса систем. К таким свой-

ствам относятся критическое поведение (гипотеза универсальности), наличие или

отсутствие щели (массивный или безмассовый спектр) между основным состоя-

нием и элементарными возбуждениями, наличие и степень вырождения уровней

энергии, квантовые числа основного состояния, упорядочение минимальных уров-

ней энергии по значению спина, и т. д. Часто для выявления таких общих свойств

условие интегрируемости не требуется, так как существуют другие точные методы.

Ярким примером является теорема Либа-Шульца-Маттиса об отсутствии щели в
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термодинамическом пределе в спектре решеточных моделей, в которых значение

спина, приходящее на минимальную ячейку, является полуцелым числом [128].

Другим примером является теорема Либа-Маттиса об антиферомагнитном упо-

рядочении энергетических уровней для широкого класса так называемых двух-

подрешеточных спиновых систем, которое также верно для некоторых моделей

Хаббарда [125]. Хотя при квантовании основное состояние, благодаря квантовым

флуктуациям, приобретает гораздо более сложный вид и не подлежит точному

аналитическому расчёту, Либ и Маттис доказали, что его спин и вырождение не

меняются. Более того, минимальные уровни энергии в секторах с определённым

значением спина также невырождены (не считая вырождения по проекции спина

в мультиплете) монотонно растут с ростом спина. В двухподрешеточных спино-

вых системах основное состояние в классическом пределе является антиферромаг-

нитным, т. е. соседние спины антипараллельны, как для модели Гайзенберга на

квадратной решётке, а сама решётка таким образом делится на две части подобно

белым и чёрным полям шахматной доски, каждая из которых состоит из узлов

с параллельными спинами. Это свойство отличает двухподрешеточные спиновые

системы от фрустрированных, примером которых является антиферромагнетик

Гайзенберга на треугольной решетке.

В настоящее время фрустрированные спиновые системы являются предметом

интенсивных исследований [45]. Интерес к ним возник в результате прогресса в

синтезе соответствующих магнитных материалов [116], а также оптических решё-

ток и их применении в квантовых вычислениях [191]. В этих моделях, благодаря

конкурирующим взаимодействиям между соседними спинами, основное состоя-

ние классической антиферромагнитной системы невозможно построить, миними-

зируя по-отдельности локальные взаимодействия. Поэтому, оно имеет гораздо бо-

лее сложный вид, чем простейшее антиферромагниотное состояние Ниля и, как

правило, имеет большую степень вырождения [27]. Фрустрирование может иметь
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геометрический характер. В этом случае оно возникает в результате конкуренции

между различными антиферромагнитными взаимодействиями. Оно может быть

обусловлено также наличием как ферро- так и антиферромагнитных взаимодей-

ствий, которые также конкурируют между собой.

Теорема Либа-Маттиса была обобщена на различные спиновые и фермионные

системы на решетке: цепочку Гайзенберга со спином 1 с биквадратичным взаи-

модействием, расширенную цепочку Хаббарда [214], двухподрешеточную модель

Хаббарда при половинном заполнении [182]. Ферромагнитное упорядочение уров-

ней энергии, которое обратно антиферромагнитному, было также сформулирова-

но и доказано для цепочки Гайзенберга спина 1/2 [153]. Следует отметить, что

за последнее время спиновые и фермионные системы с расширенной симметри-

ей интенсивно изучаются в литературе [67, 168, 5]. Этот интерес обусловлен их

применением в системах холодных атомов [101, 65]. Интересную классификацию

низкоэнергетического поведения SU(N) симметричных спиновых цепочек, состо-

ящее из трёх различных фаз, которая обобщает различное поведение целых и

полуцелых спиновых цепочек [89], было предложено и проверено в работах [67,

168].

Значительная активность наблюдается и в области изучения квази-одномерных

спиновых систем, таких как модель спиновой лестницы, которая представляет со-

бой полосу, вырезанную из квадратной спиновой решётки, и её различные обоб-

щения. В течение последних лет также было получено много соединений тако-

го типа, имеющих структуру, аналогичную структуре двумерных высокотемпера-

турных сверхпроводников [39]. Они проще для изучения, чем их более сложные

двумерные аналоги. Среди них выделяется семейство Srn−1Cun+1O2n, состоящее

из слабо-связанных спиновых лестниц, которые получаются из слоев исходного

соединения SrCuO2. Было высказано предположение, что механизмы, аналогич-

ные существующим, в слоях CuO2 высокотемпературных сверхпроводников также
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могут приводить к сверхпроводящему поведению [40]. Развернулись интенсивные

теоретические и экспериментальные исследования этих систем. Было установлено,

что легированное соединение спин-лестничной системы Sr14−xCaxCu24O41 под вы-

соким давлением является сверхпроводящим вплоть до температур 10K. Преиму-

щество лестничных систем состоит в том, что они допускают изучение методами

характерными для исследования одномерных систем, тогда как для двумерных

высокотемпературных сверхпроводников такие методы неприменимы.

С теоретической точки зрения квази-одномерные системы интересны тем, что

они осуществляют переход от одномерной модели Гайзенберга к двумерной на

квадратной решётке. При нулевой температуре квантовые флуктуации нарушают

дальний антиферромагнитный порядок в одномерии, который предположительно

существует и в двумерии. Спектр же возбуждений является безмассовым (отсут-

ствует щель между основным состоянием и элементарными возбуждениями), а

парные спиновые корреляции убывают в зависимости от расстояния по степенному

закону. Тем не менее, переход от одномерной решётки к квадратной посредством

спиновых лестниц при увеличении количества связанных цепей не является глад-

ким. В то время как низкоэнергетические свойства лестницы с нечётным числом

цепей аналогичны свойствам одной цепочки (непрерывные возбуждения и степен-

ной спад спиновых корреляций), лестницы с чётным числом цепей характеризуют-

ся конечной энергетической щелью и экспоненциальным затуханием корреляций.

Эти замечательные свойства квантовых спиновых лестниц аналогичны свойствам

цепочек Гайзенберга, соответственно, с нечётными и чётными значениями спина,

которые установил Холдейн [90]. Таким образом, возникает естественный вопрос:

как лестничные фазы связаны с фазами спиновой цепочки? Оказалось, что су-

ществует непрерывный путь от фазы Холдейна (цепочка Гайзенберга спина 1) к

фазе лестницы со спином 1/2, не содержащий критических точек [205]. Этот путь

проходит вдоль одной из диагоналей лестницы и нарушает Z2 симметрию относи-
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тельно продольной оси обеих моделей. Поэтому интерес для изучения представ-

ляет наиболее общая модель фрустрированной спиновой лестницы с различными

значениями диагональных взаимодействий, которая содержит все предыдущие ис-

следования в качестве частных случаев.

Следует отметить, что фазовые переходы сильно коррелированных квантовых

систем при нулевой температуре, являясь переходами между различными основ-

ными состояниями системы, характеризуются не температурными, а квантовыми

флуктуациями. Исследование последних лет показали, что, во-первых, квантовые

фазовые переходы выходят за пределы теории фазовых переходов Ландау, соглас-

но которой фазовые состояния вещества описываются количеством заложенных в

них симметрий, а переходы между ними определяются нарушением (уменьшени-

ем или увеличением) симметрии при переходе от одной фазы к другой. Состояния

квантовых систем нужно описывать не с помощью классической теории симметрий

Ландау, а посредством нового, так называемого топологического порядка. Кванто-

вые фазы гораздо богаче классических, они обладают рядом экзотических свойств

[37]. Оказалось, что эти фазы характеризуются проективными представлениями

группы симметрии системы. Заданной симметрии может соответствовать множе-

ство различных квантовых фаз, поэтому фазовые состояния описываются уже не

классическими видами симметрии, а посредством запутанных состояний, являю-

щихся суперпозицией чистых.

В данной работе теорема Либа-Маттиса об антиферромагнитном упорядочении

уровней энергии обобщается для модели спиновой лестницы с дополнительными

диагональными и четырехспиновым циклическим взаимодействием. Она также

обобщается для обобщённой цепочки Хаббарда, обладающией SU(N) симметри-

ей, с наиболле общим потенциалом и дополнительными взаимодействиями, опи-

сывающими парные перескоки сосседних электронов и обменное взаимодействие

соседних SU(N) спинов. Определены и ислледованы также интегрируемые рас-
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ширения обычной модели Хаббарда с дополнительными симметриями.

Для исследования квантовых спиновых систем применяются также прибли-

жённые аналитические (континуальное приближение, приводящее к теории по-

ля, метод среднего поля, спиновые волны) и численные методы, такие как метод

Монте-Карло и точная диагонализация. Последний основан на численной диагона-

лизации гамильтониана малых систем с последующей экстраполяцией на большие

системы. Из-за экспоненциального роста числа состояний квантовой системы с

ростом её размеров данный метод часто даёт неудовлетворительные результаты.

Недавно Уайтом был предложен численный ренормгрупповой метод для матрицы

плотности (density matrix renormalization method, DMRG), который развивает ме-

тод численной ренормгруппы, разработанный Вильсоном для решения проблемы

Кондо. Для одномерных квантовых систем позволяет достаточно точно вычислять

энергии основного состояния и нескольких элементарных возбуждений для отно-

сительно большого числа спинов [203] и в настоящее время широко применяется

для исследования фазовых диаграмм и фазовых переходов. Следует отметить,

что обобщения метода DMRG для двумерных решёток, а также для конечных

температур не приводят к достаточно точным результатам.

В данной работе подробно исследована трехмерная фазовая диаграмма фруст-

рированной лестницы со спином 1/2 с диагональными взаимодействиями при ну-

левой температуре с применением численных и аналитических расчётов.

Ниже коротко перечислячтся цели и задачи данной работы.

1. Исследование сферической части рациональной модели Калоджеро и кон-

формной механики в целом как отдельной системы и ее интегралов движе-

ния.

2. Исследование фазовой диаграммы спиновой системы на лестничной решётке

с диагональными взаимодействиями.
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3. Обобщение антиферромагнитного упорядочения уровней энергии для фруст-

рированных спиновых систем на лестничной решётке.

4. Обобщение антиферромагнитного упорядочения уровней энергии для одно-

мерных квантовых систем с SU(N) симметрией.

5. Исследование обобщённых интегрируемых цепочек Хаббарда с расширенной

симметрией.

Краткое содержание работы

В главе 1 исследуются интегралы движения сферической части рациональной

модели Калоджеро. Сферическая система Калоджеро рассматривается как от-

дельная интегрируемая система, описывающая взаимодействующие частицы на

сфере, что можно рассматривать как многомерное обобщение известного осцил-

лятора Хиггса. Хотя эволюция данной системы очевидным образом выводится

из траекторий движения базовой системы Калоджеро, нахождение ее интегра-

лов движения и их связь с интегралами движения системы Калоджеро является

далеко нетривиальной задачей. В данной главе сферическая система и набор ее

интегралов движения получается редукцией из соответствующей матричной мо-

дели по группе SL(2, R)×SU(N). Сферические инварианты представлены в виде

диаграмм, которые напоминают схематическое представление для синглетных со-

стояний, образованных валентными связями из обычных квантовых спинов 1/2.

Показано также, что Гамильтониан сферической части переводит интегралы Ли-

увилля модели Калоджеро в дополнительные интегралы, которые обеспечивают

суперинтегрируемость.

В первой части этой главы исследуется сферический сектор рациональной си-

стемы Калоджеро и её интегралы движения, при помощи редукции последней из

матричной модели. В §1.2 определяется сферическая система Сначала приводится
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вывод Лиувиллевских интегралов исходной модели Калоджеро с использованием

редукции эрмитовой матричной модели. Интегралы являются U(N) инвариантны-

ми многочленами (SU(N) инвариантными, если исключен центр масс) и соответ-

ствуют старшим состояниям конформной алгебры. Затем показывается, что инте-

гралы движения сферической системы описываются SU(N)×SL(2, R) синглетами.

Это позволяет строить инварианты сферической механики исходя из SU(N) инва-

риантных тензоров. Для упрощения расчётов разработана диаграммная техника

построения инвариантов. Приводятся явные выражения для всех функционально

независимых интегралов движения вплоть до шестого порядка по импульсам. В

конце устанавливается связь развитой диаграммной техники с базисными состоя-

ниями из валентных связей, введённых Темперли и Либом [197].

Сложнее обстоит дело с более общей конформной механикой. Допустим, что

система обладает некоторым дополнительным интегралом движения, при этом

её интегрируемость изначально не предполагается. Возникает вопрос: будет ли

полученная из него сферическая механика тоже обладать соответствующим ин-

тегралом, если да, и то как его построить? Во второй части данной главы эта

проблема подробно исследуется. Симметрии конформной механики приводятся

к системе дифференциальных уравнений на сферическом фазовом пространстве.

Анализ упрощается за счёт использования свойств представлений группы враще-

ний. Затем рассматривается интеграл движения конформной механики произволь-

ной конформной размерности и из неё строятся возможные интегралы движения

соответствующей сферической системы. В конце этот метод применяется к сфе-

рической части четырёхчастичной модели Калоджеро, для которой строится пол-

ный набор функционально независимых интегралов движения. Они сравниваются

с интегралами, полученными в первой части диаграмматическим методом.

В главе 2 построена трехмерная фазовая диаграмма модели фрустрированной

спиновой лестницы с диагональными взаимодействиями при нулевой температу-
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ре. Эта модель содержит как частные случаи цепочку Гайзенберга со спином 1,

димеризованную цепочку и цепочку с взаимодействием между следующими сосе-

дями, зигзагообразную лестничную модель , а также другие ранее исследованные

модели. В основном, применяются численные методы точной диагонализации и

ренормализационной группы матрицы плотности (densisy matrix renormalization

group: DMRG). Установлено, что все антиферромагнитные основные состояния

с ненулевой щелью принадлежат классу универсальности, соответствующей фа-

зе Холдейна, т. е. цепочки Гайзенберга со спином 1. В трехмерной фазовой диа-

грамме определена двумерная поверхность перехода между двумя топологически

различными фазами Холдейна, каждый из которых задается своим так называ-

емым струнным топологическим парамером порядка. В некоторых областях по-

верхности, соответствующих фазовому переходу второго рода, щель и струнный

параметр порядка зануляются. В остальной области наблюдается переход первого

порядка с конечной щелью.

В фазовой диаграмме выявлены три большие трёхмерные области: ферромаг-

нитная область и две антиферромагнитные области, которые соответствуют фазе

продольных димеров и фазе Холдейна. Две антиферромагнитные фазы принадле-

жат одному классу универсальности и отличаются лишь топологически. Детально

исследованы двумерные поверхности перехода между этими тремя фазами.

Во введении к данной главе выбирается удобная параметризация трёхмерного

фазового пространства модели в виде восьмигранника. В §2.2 идентифицируются

две топологически различные антиферромагнитные фазы с помощью соответству-

ющих струнных параметров порядка, определённых в работе [112]. В §2.3 детально

описывается метод, который используется для определения поверхности фазового

перехода: алгоритм DMRG с подходящими открытыми граничными условиями,

что позволяет с достаточно хорошей точностью вычислять поверхность перехо-

да. Приводится алгоритм данного метода. §2.4 посвящён исследованию зигзагооб-

17



разной модели, которая соответствует двумерному сечению фазовой диаграммы.

Расчёты в основном проводились на суперкомпьютере Cray T3E с использованием

пакета MPI для параллельных вычислений.

Данная глава основана на работах [76, 75].

В главе 3 сформулировано и доказано обобщение Теоремы Либа-Матиса для

модели спиновой лестницы спина 1/2, с дополнительными диагональными и цик-

лическим четырёхспиновым обменными взаимодействиями. Точнее, в определён-

ной области параметров минимальные уровни энергии растут с ростом спина (ан-

тиферомагнитный порядок) в симметричном и антисимметричном секторах по

отдельности. Эти сектора образуют, соответственно, волновые функции, симмет-

ричные и антисимметричные относительно продольной оси симметрии лестничной

решётки, на котором задана данная модель.

В §3.1 рассматриваются свойства двухподрешеточных и фрустрированных ан-

тиферромагнитных спиновых систем. В двухподрешеточных системах, в клас-

сическом случае, все локальные спиновые взаимодействия невозможно миними-

зировать одновременно, что приводит к антигерромагнитному порядку. Данное

свойство не выполняется для фрустрированных систем. Далее приводится извест-

ная теорема Либа-Маттиса для двухподрешеточных систем: минимальные уровни

энергии с секторах с определенным значением спина невырождены и монотонно

растут с ростом спина.

В §3.2 доказывается обобщение данного утверждения для модели спиновой

лестницы с диагональными взаимодействиями. Благодаря спиновой симметрии и

инвариантности гамильтониана по отношению к продольной оси лестницы, уров-

ни энергии характеризуются спином S, проекцией спина Sz и четностью σ = ±1.

С помощью симметризованных и антисимметризованных спиновых операторов

строится базис, в котором гамильтониан представляется в виде матрицы с отри-

цательными или нулевыми недиагональными элементами. Более того, в секторе
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с фиксированными значениями (Sz, σ) эта матрица является связной, и как след-

ствие, её (относительное) основное состояние невырождено и представляется в

виде положительной суперпозиции всех базисных состояний. Используя это свой-

ство, находится значение спина относительного основного состояния: S = |Sz|.

Исключением является сектор с Sz = 0 и σ = (−1)N−1, где S = 1. Далее, ис-

пользуя единственность относительного основного состояния и свойства спиновых

мультиплетов, доказывается, что минимальные уровни энергии в отдельных сек-

торах (S, σ) невырождены (т. е. соответствуют единственному мультиплету спина

S) растут с ростом спина при фиксированной четности.

В §3.3 изучаются спин и четность, а также степень вырождения основного

состояния, а также обсуждается термодинамический предел. Согласно результа-

там предыдущей раздела, основное состояние является либо невырожденным син-

глетом с четностью σ = (−1)N , либо невырожденным триплетом с четностью

σ = (−1)N−1, либо их вырожденной суперпозицией. Показано, что при условии

J⊥
l > |J×

l−1| + |J×
l |, J

‖
l > |J×

l | на значения параметров гамильтониана имеет место

только первый случай. Однако, в общем случае все три сценария могут иметь ме-

сто, как показывают результаты по численной диагонализации гамильтониана с

нечетным числом ступеней при различных значениях констант связи. При этом

третий случай синглет-триплетного вырождения соответствует критической точке

перехода между двумя топологически различными фазами Холдейна в термоди-

намическом пределе.

В §3.4 сравниваются свойства гамильтониана обобщённой спиновой лестницы,

установленные в предыдущих разделах, с аналогичными свойствами, полученны-

ми ранее для ферромагнитных взаимодействий вдоль ступеней, вдоль диагоналей

и равных продольных и диагональных взаимодействиях. Первые две системы яв-

ляются двухподрешеточными, а третья сохраняет суммарный спин каждой ступе-

ни. Получено полное соответствие.
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В §3.5 рассматривается спиновая лестница с граничной примесью со спином s0.

Все рассуждения аналогичны рассуждениям в §3.2 и §3.3. Результат: наинизшие

уровни энергии в секторах с фиксированными значениями спина S и четности σ

упорядочены в соответствии с правилом ES1,σ > ES2,σ: в секторе σ = (−1)N при

S1 > S2 ≥ s0 или S1 < S2 = s0, а в секторе σ = (−1)N−1 при S1 > S2 ≥ s0 − 1 или

S1 < S2 = s0− 1. Основное состояние модели в σ = (−1)N секторе образует S = s0

мультиплет, а в σ = (−1)N−1 секторе – S = |s0 − 1| мультиплет. В обоих случаях

мультиплет является невырожденным. В заключение рассматривается частный

случай периодической цепочки спина 1/2 с нечётным числом спинов, который

точно решается, и для которого уровни двукратно вырождены по четности: ES,+ =

ES,−.

В §3.6 рассматривается та же система с периодическими граничными усло-

виями. Результаты, аналогичные результатам §3.2, получены лишь с секторе с

четностью σ = (−1)N . В отличие от системы со свободными граничными услови-

ями здесь остаётся открытым вопрос о вырождении и спине основного состояния.

Причиной является отсутствие точных результатов для сектора σ = (−1)N−1.

Наконец, в §3.7 аналогичные результаты получены для спиновой лестницы с

циклическим обменным взаимодействием четырёх спинов. Используя разложение

оператора циклического обмена на операторы парных перестановок четырёх спи-

нов, построен отрицательный базис. Все результаты §§3.2,3.3 верны также для

данной системы при условии J
‖
l > 2J� > 0 на параметры, где через J� обозначена

константа четырехспинового обмена. Отдельно рассматривается предел J
‖
l = 2J�,

когда группа симметрии SU(2)× Z2 расширяется до SU(2)× U(1).

Данная глава основана на работах [83, 84, 73, 74].

В главе 4 изучаются обобщённые одномерные модели Хаббарда с расширен-

ной симметрией.

В §4.1 сформулировано и доказано обобщение Теоремы Либа-Матиса для обоб-
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щённой цепочки Хаббарда с унитарной U(N) симметрией. Фермионы характери-

зуются N различными ароматами α, которые являются обобщениями обычного

спина, а унитарная симметрия обеспечивает равноправие ароматов. Дополнитель-

ные члены в гамильтониане описывают одновременные перескоки пар электро-

нов между соседними узлами, обменным взаимодействием соседних обобщённых

спинов, а также наиболее общий потенциал взаимодействия частиц в узле. Mуль-

типлеты U(N) симметрии нумеруются диаграммами Юнга с числом элементов,

равным числу узлов цепочки, и числом строк, не превосходящим ранга симмет-

рии N . Благодаря этой симметрии, уровни энергии характеризуются диаграммой

Юнга Y и числами nα, задающими количество фермионов данного типа, причём

по последним имеется вырождение в заданном мультиплете.

Сначала, используя свойства фермионных операторов, строится базис, в кото-

ром недиагональные элементы гамильтониана неположительны. Далее, устанав-

ливается, что в секторе с фиксированными значениями Mα эта матрица связна, и

как следствие, её относительное основное состояние там невырождено и представ-

ляется в виде положительной суперпозиции всех базисных состояний. Сравнени-

ем с простым пробным состоянием находится мультиплет, которому принадлежит

относительное основное состояние: он характеризуется схемой Юнга со строками

длины Mα. Далее, используя единственность относительного основного состояния

и теория представлений унитарной группы, доказывается, что минимальные уров-

ни энергии в отдельных секторах Y невырождены с точностью до мультиплета и

упорядочены в соответствие с доминантным порядком среди диаграмм Юнга, а

именно: Y1 ≻ Y2, если Y2 может быть получена из Y1 смещением некоторых ее

квадратиков с верхних строк в нижние.

§4.2 посвящён основному состоянию данной системы. Доминантный порядок

является частичным: не все диаграммы Юнга можно сравнивать друг с другом.

Однако, существует наинизшая диаграмма Ygs, все столбцы которой, кроме по-
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следнего, имеют максимально-возможную длину N . Таким, образом, Основное

состояние расширенной цепочки Хаббарда с M частицами образует невырожден-

ный антисимметричный мультиплет порядка m = M mod N и размерностью

d =

(
N

m

)
. В частности, если число частиц кратно N , основное состояние является

невырожденным синглетом.

В §4.3 устанавливается антиферромагнитное упорядочение энергетических уров-

ней для квантово-механической квантово-механической системы одномерных иден-

тичных фермионов с SU(N) внутренними степенями свободы и взаимодействием,

зависящим только от пространственных координат. Данный результат является

обобщением аналогичного правила для случая SU(2) симметрии, установленной

Либом и Маттисом в работе [127] (см. также [142]). Симметрия гамильтониана за-

дается группой Sspace
M ×Sspin

M × SU(N), состоящей из перестановок пространствен-

ных и спиновых степеней свободы, а также унитарного вращения спиновых пере-

менных. Соответственно, уровни энергии нумеруются двумя диаграммами Юнга:

одной для пространственных координат, и другой – для спиновых, так как соглас-

но дуальности Шура-Вейля, унитарная группа и группа перестановок, действу-

ющие на спиновые индексы, описываются одной схемой Юнга. Условие антисим-

метричности полной волновой функции, согласно теории представлений симмет-

рической группы, приводит к взаимной сопряжённости этих диаграмм. Имеется

вырождение по спинам, поэтому уровни энергии определяются типом симметрии

при перестановке координат. Согласно же обобщению осцилляторной теоремы для

многих частиц, минимальные уровни энергии для волновых функций с опреде-

лённой симметрией при перестановке координат упорядочены согласно обратному

доминантному порядку соответствующих диаграмм Юнга [127, 142]. Поскольку

операция сопряжения диаграмм обращает доминантный порядок, то для спино-

вых мультиплетов имеем доминантный порядок уровней энергии, как и для обоб-

щённой модели Хаббарда.
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В §4.4 строятся квантовые цепочки, в которых, в отличие от обычных моде-

лей, состояния на каждом узле решётки образуют не один [163], а сразу несколько

неприводимых мультиплетов квантовой группы. Гамильтониан при этом строит-

ся из локальных сплетающих операторов между приводимыми представлениями,

причём его ограничение на состояния с максимальными значениями спиновых

проекций (старшие состояния) соответствует более простому базовому гамильто-

ниану, интегрируемость которого известна заранее. Следовательно, уровни энер-

гии исходного гамильтониана совпадают с уровнями энергии базовой системы, но

с дополнительным вырождением, которое соответствует степеням свободы, свя-

занным с мультиплетами квантовой группы. В общем случае дополнительное вы-

рождение зависит от уровня энергии, что приводит к нетривиальному интегриру-

емому обобщению базового гамильтониана. Далее рассматриваются конкретные

случаи, когда базовый гамильтониан соответствуют модели Гайзенберга, или це-

почке Холдейна-Шастри [91, 180] с дальними взаимодействиями спинов. Следует

отметить, что указанная конструкция является обобщением метода, применённого

в работе [7] для исследования расширенной модели Хаббарда в пределе сильного

отталкивания.

В §4.5 рассматриваются представления гамильтонианов, построенных в преды-

дущем разделе, через фермионные операторы, в простейших случаях, когда про-

странство состояний каждого узла трехмерно или четырехмерно. Построенные

таким образом фермионные гамильтонианы приводят к ранее известным и новым

интегрируемым расширениям модели Хаббарда. Эти модели, кроме обычных чле-

нов, отвечающих за перескоки электронов и взаимодействие Хаббарда, содержат

также взаимодействия связанных зарядов, перескоки пар электронов, кулоновское

и обменное спиновое взаимодействия соседей. В случае, когда базовая модель за-

дается неоднородной цепочкой Гайзенберга, одна из построенных расширений мо-

дели Хаббарда обладает сверхпроводящим основным состоянием. Сверпроводи-
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мость обеспечивается мобильностью так называемых η-пар, которые в отличие от

куперовских, задаются не в импульсном, а координатном пространстве [215, 216].

Результаты диссертационной работы опубликованы в статьях [77, 82, 81, 80,

74, 85, 88, 86, 87, 84, 83, 72, 71, 76, 79, 10, 9, 14, 15, 78, 82, 75].
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Глава 1

Интегралы движения сферической

механики

1.1 Угловая часть рациональной модели Калодже-

ро

Модель Калоджеро является одной из наиболее известных многочастичных ин-

тегрируемых систем. Она описывает систему из N частиц взаимодействующих

между собой с силой, обратно пропорциональной квадрату расстояния, и задаёт-

ся гамильтонианом

H =
1

2

N∑

i=1

p2i +
∑

i<j

g2

(qi − qj)2
. (1.1)

Эта система была введена четыре десятилетия назад [32, 31] и по-прежнему при-

влекает большой интерес из-за своей богатой внутренней структуры и благодаря

многочисленным приложениям. Были построены и изучены её различные интегри-

руемые расширения, в частности, для тригонометрических [192, 193] и эллиптиче-

ских потенциалов, для частиц со спином [62, 210], для суперсимметричных систем

[58, 54], а также для всех алгебр Ли [211, 33, 159] и корневых систем Кокстера.

В континуальном или термодинамическом пределе, то есть в пределе большого
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числа частиц, модель Калоджеро переходит в теорию Янга-Миллса [66, 144] на

цилиндре, а его суперконформное расширение описывает чёрную дыру вблизи

горизонта [61]. В этом пределе система имеет солитонные решения, отвечающие

фундаментальным возбуждениям [165].

Квантовая система Калоджеро описывает свободные частицы с дробной стати-

стикой, тип которого определяется силой взаимодействия [164, 166]. Кроме того,

вариационное основное состояние дробного квантового эффекта Холла, известное

как состояние Лафлина [119], можно рассматривать как некоторую деформацию

основного состояния модели Калоджеро [17]. Тригонометрический аналог модели

[192, 193] связан с интегрируемой цепочкой спина 1/2 с дальним взаимодействием,

которая обладает основным состоянием с резонирующими валентными связями

[91, 180, 92]. Также установлена её связь с уравнением Бенджамина-Оно, возни-

кающим в гидродинамике [1]. Модель Калоджеро и её модификации возникают в

матричных моделях [106, 166], W∞-алгебрах [99], квантовых группах [22], случай-

ных матрицах [48] и многих других областях физики и математики.

Интегрируемость модели Калоджеро установил Мозер [149], который построил

N независимых интегралов движения, находящиеся в инволюции, как и полага-

ется по определению интегрируемости по Лиувилю. Их построение основано на

методе Лакса, который также называется методом L−A пары. Лиувиллевские ин-

тегралы можно получить и другим способом. Дело в том, что система Калоджеро

получается SU(N) редукцией из свободной матричной модели размера N×N , при

этом прообразом интегралов Лиувилля являются SU(N) инвариантные полиномы

от матричных импульсов.

Важным свойством всех рациональных моделей Калоджеро является динами-

ческая конформная симметрия SU(1, 1) ≡ SO(1, 2) ≡ SL(2, R), генераторами ко-

торой является гамильтониан H (1.1), дилатация D =
∑

i piqi и конформный буст
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K =
∑

i q
2
i /2:

{H,D} = 2H, {K,D} = −2K, {H,K} = D. (1.2)

Следует отметить, что конформная инвариантность играет важную роль во мно-

гих областях квантовой теории поля и физики конденсированных сред: в теория

струн, в теория критических явлений, в низкоразмерных решеточных интегрируе-

мых спиновых и фермионных системах и т. д. В связи с этим, одномерные (механи-

ческие) системы, обладающие конформной инвариантностью, также представля-

ют значительный интерес. Кроме того, их можно рассматривать как простейшие

модели в теории конденсированных сред.

Необходимо также отметить, что конформная группа в конформных механи-

ческих системах является не точной симметрией, так как она не коммутирует с

гамильтонианом, а симметрией действия (симметрией в теоретико-полевом смыс-

ле). Тем не менее, благодаря ей, в системе возникает дополнительный интеграл

движения: угловая часть гамильтониана, которая соответствует оператору Кази-

мира конформной алгебры (1.2):

I = 4KH −D2. (1.3)

Радиальная и сферическая части рациональной системы (1.1) разделяются сле-

дующим способом:

D = prr, K =
r2

2
, H =

p2r
2

+
I(u)
2r2

, (1.4)

где радиальные (r, pr) и сферические (uα) координаты по-отдельности удовлетво-

ряют следующим скобкам Пуассона:

{pr, r} = 1, {uα, pr} = {uα, r} = 0, {uα, uβ} = (ω−1)αβ(u).

Наиболее общая система, определяемая гамильтонианом H вида (1.4), обла-

дает конформной симметрией (1.2) и называется конформной механикой. Таким
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образом, модель Калоджеро является примером интегрируемой конформной ме-

ханики. Bся информация о конформной механике закодирована в сферической

части её гамильтониана:

I(u), {uα, uβ} = ωαβ(u). (1.5)

Эта система интересна сама по себе, так как описывает многоцентровое обобщение

(N − 1)-мерного осциллятора Хиггса, как мы увидим ниже. В квантовом случае

и для специальных дискретных значений константы связи система эквивалентна

свободной частице на сфере [56]. Тем не менее, связь между интегралами движения

изначальной конформной механики и её сферическим сектором очень сложна. В

частности, остаётся неясным, как построить Лиувиллевские интегралы движения

сферической механики.

С другой стороны, рациональная модель Калоджеро может быть легко постро-

ена исходя из свободной эрмитовой матричной модели с помощью гамильтоновой

редукции [160, 161]. Отсюда естественно вытекают её интегрируемость и выра-

жение для Лаксовской пары. Таким образом, вполне естественно использовать

матричную модель для исследования сферического сектора модели Калоджеро и

его интегралов движения.

В первой части этой главы исследуется сферический сектор рациональной си-

стемы Калоджеро и её интегралы движения, используя редукцию последней из

матричной модели. Сначала приводится вывод Лиувиллевских интегралов исход-

ной модели Калоджеро с использованием редукции эрмитовой матричной моде-

ли. Интегралы являются U(N) инвариантными многочленами (SU(N) инвари-

антными, если центр масс исключается) и соответствуют старшим состояниям

конформной алгебры. Затем показывается, что интегралы движения сферической

системы описываются SU(N) × SL(2, R) синглетами. Это позволяет строить ин-

варианты сферической механики с помощью SU(N) инвариантных тензоров. Для
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упрощения расчётов приводится схематическое описание инвариантов. Приводят-

ся явные выражения для всех функционально независимых интегралов движения

вплоть до шестого порядка по импульсам. В конце устанавливается связь развитой

диаграммной техники с базисными состояниями из валентных связей, введённых

Темперли и Либом [197].

Сложнее обстоит дело с более общей конформной механикой. Допустим, что

система обладает некоторым дополнительным интегралом движения, при этом её

интегрируемость изначально не предполагается. Возникает вопрос: будет ли по-

лученная из неё сферическая механика обладать соответствующим интегралом,

если да, то как его построить? Во второй части данной главы мы подробно иссле-

дуем эту проблему. Мы описываем симметрии конформной механики при помощи

системы дифференциальных уравнений на сферическом фазовом пространстве.

Использование ряда свойств представлений группы SO(3) значительно упрощает

её анализ. Затем мы рассматриваем интеграл движения конформной механики

произвольной конформной размерности и строим с его помощью возможные ин-

тегралы движения соответствующей сферической системы. В конце этот метод

применяется к сферической части четырёхчастичной модели Калоджеро, для ко-

торой строится полный набор функционально независимых интегралов движения.

Они сравниваются с интегралами, полученными в первой части диаграмматиче-

ским методом.

Данная глава основана на работах [77, 80, 88, 87, 86].

1.2 Угловая часть системы Калоджеро как обоб-

щение осциллятора Хиггса

Сферическую механику (1.3), (1.4), соответствующую модели Калоджеро (1.1),

можно интерпретировать как одночастичную систему на SN−1 (на SN−2, если ис-
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ключить центр масс), где через SN обозначается N -мерная сфера. Запишем её

гамильтониан в виде:

I(pϕα
, ϕα) =

Ksph(pϕα
, ϕα)

2
+ Vsph(ϕα), {pϕα

, ϕα} = δαβ , (1.6)

где индексы α, β нумеруют сферические координаты, а Ksph – обычная кинетиче-

ская энергия на сфере, которая, конечно, квадратична по сферическим импульсам

pϕα
. Используя (1.128) и (1.126), представим сферический потенциал в виде:

Vsph(ϕα) =
∑

i<j

g2

2 cos2 θij
=
N(N − 1)g2

4
+
g2

2

∑

i<j

tan2 θij , (1.7)

где углы θij при i < j определяются условиями:

cos θij =
αij · q√
2|q|

=
αij · q√

2r
. (1.8)

Здесь вектора αij определяют корневую систему алгебры su(N) и задаются выра-

жением (1.124), a углы θij образуют переполненную систему и выражаются через

ϕα сложным образом. Вспомним теперь, что выражение

VHiggs =
ω2r20 tan

2 θ

2

определяет известный потенциал осциллятора Хиггса. Он обобщает обычный гар-

монический потенциал для сферы радиуса r0 и наследует все его скрытые сим-

метрии [97, 109, 154, 121].

Таким образом, мы получили интегрируемый (N − 1)-мерный аналог осцилля-

тора Хиггса с частотой ω = g, обладающий N(N−1)
2

центрами.

Исключением центра масс можно на единицу уменьшить размерность сфери-

ческой механики. Для этого удобно перейти к координатам Якоби (1.122) (1.123).

Тогда исходный гамильтониан (1.128) перейдет в редуцированный (1.129). Коор-

динаты Якоби удобны тем, что переход к ним осуществляется ортогональным пре-

образованием, который не меняет вид кинетической энергии, a компоненты Q0, P0

30



соответствуют центру масс, что позволяет легко редуцировать их. Углы θij теперь

определяются условиями

cos θij =
βij ·Q√
2|Q|

=
βij ·Q√

2r
, (1.9)

где система векторов βij получается поворотом корневой системы с помощью

преобразования Якоби и задаётся в (1.124). Получается интегрируемый (N − 2)-

мерный аналог осциллятора Хиггса.

Следует отметить, что осциллятор Хиггса был введён в рассмотрение около

тридцати лет назад и с тех пор изучен во многих работах (см., например, [25]

и ссылки в ней). Тем не менее, его анизотропная версия была найдена совсем

недавно [155], в то время как двухцентровая версия, насколько нам известно, нигде

не обсуждалась.

Остановимся на дискретных симметриях полученной сферической системы.

Исходная модель Калоджеро обладает симметрией по отношению к перестанов-

кам частиц, которая задаётся симметрической группой SN . Она также инвари-

антна при отражении всех координат qi → −qi, которое образует группу Z2. Та-

ким образом, система (1.1) инвариантна по отношению к прямому произведению

SN × Z2. Той же дискретной симметрией должна обладать и соответствующая ей

сферическая система (1.6), (1.7). В сферических координатах отражение задаётся

преобразованием θij → θij + π.

1.2.1 Трехчастичное Калоджеро и система Якоби на окруж-

ности

Простейшая нетривиальная система соответствует угловой части трехчастичной

модели, которая рассматривалась в пионерской работе Калоджеро [31]. На самом

деле, эта система была рассмотрена в середине XIX Якоби [105] (см. также [160]).

Для N = 3 имеем корневую систему su(3), задаваемую тремя положительными
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Рис. 1.1: Центры сил, соответствующие корневой системе su(3) и образующие пра-

вильный шестиугольник. Угол ϕ задаёт положение частицы на окружности.

(βij : i < j) и тремя отрицательными (βji = −βij), которые представлены на

рис. 1.1. Таким образом, получаем систему на окружности S1 с шестью центрами

силы. Угловая часть гамильтониана

I =
p2ϕ
2

+
g

2 cos2 ϕ
+

g

2 cos2(ϕ+ π/3)
+

g

2 cos2(ϕ− π/3) =
p2ϕ
2

+
9g

1 + cos 6ϕ
(1.10)

совпадает с гамильтонианом осциллятора Хиггса на сфере. Она инвариантна от-

носительно поворота на π/3 и отражение ϕ → −ϕ, которые порождают груп-

пу симметрии D6 ≡ S3 × Z2 правильного шестиугольника (см. рис. 1.1)). Здесь

S3 – симметрическая группа перестановок трёх частиц которую I наследует от

исходного гамильтониана (1.1), a Z2 соответствует её симметрии при отражении

qi → −qi. Интегрируемость этой системы очевидна. Заметим, что расщепление

трёхчастичного гамильтониана на угловые и радиальные части было использова-

но для детального изучения квантования [55].

Для примера рассмотрим трехчастичную систему на сфере S2 без предвари-

тельной редукции центра масс. Её суперинтегрируемость была подробно изучена

(см. [21, 184] и ссылки там). При этом выживают три из пяти функционально

независимых интегралов движения исходной системы Калоджеро. А именно, сам
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гамильтониан H̃ = p2r/2 + I/r2 и его интеграл

F =

(
p2r −

6I
r2

)
pr sin 3ϕ+

(
3p2r −

2I
r2

)
pϕ cos 3ϕ

r
(1.11)

получаются из интегралов Лиувилля второго и третьего порядка. А третья сохра-

няющаяся величина

K =

(
p2r −

6I
r2

)
prpϕ cos 3ϕ−

(
3p2r −

2I
r2

)
2I sin 3ϕ

r
(1.12)

наследуется от дополнительного интеграла третьего порядка. Интегралы H̃, F и K

функционально независимы. Мы выразили их через угловую часть гамильтониана

(1.10), которая также сохраняется. Скобка Пуассона с ним переводит интеграл

Лиувилля в дополнительный:

{I,F} = 3K, {I,K} = −6IF . (1.13)

Четыре величины H̃, I, F и K образуют переполненный набор констант движения.

Они удовлетворяют алгебраическому соотношению

K2 + 2IF2 = 8H̃3(2I − 9g), or I =
K2 + 72gH̃3

16H̃3 − 2F2
. (1.14)

Таким образом, H̃, I и F образуют полный набор функционально независимых

сохраняющихся величин. Первые два из них квадратичны по импульсам, что обес-

печивает разделение переменных в системе.

Легко проверить, что скобки Пуассона (1.13) соответствуют соотношению (1.14).

Наконец, с помощью (1.14) и первого уравнения в (1.13) получаем скобку Пуассона

между интегралами третьего порядка:

{K,F} = 3(8H̃3 − F2) = 3
K2 + 9gF2

2I − 9g
.

1.2.2 Редукция четырехчастичной системы на сферу

В четырехчастичном случае все становится гораздо сложнее, хотя в этом случае

существует более простой переход к системе центр масс, чем преобразование Яко-
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Рис. 1.2: Векторы (1.19) вместе с противоположными им векторами образуют ку-

бооктаэдр. Они также задают корневую систему алгебры su(4). Жирные точки на

большой окружности задают векторы b
23, b34 и b

24, а точки на малой окружности –

остальные три вектора. Жирные линии соответствуют осям координатной системы.

би (1.122):

Q0 =
1
2
(q1 + q2 + q3 + q4), Q1 =

1
2
(q1 + q2 − q3 − q4),

Q2 =
1
2
(q1 − q2 + q3 − q4), Q3 =

1
2
(q1 − q2 − q3 + q4).

(1.15)

Преобразование Якоби получается применением дополнительного трёхмерного по-

ворота, не затрагивающего центр масс. В целях экономии, мы оставили те же

обозначения для новых координат, что и в (1.122). Аналогично преобразуются и

импульсы.

Исключая центр масс, получим трехчастичный гамильтониан (1.129), который

на самом деле эквивалентен модели Калоджеро с корневой системой Дынкина D3

[160, 161]:

H̃ =

3∑

i=1

P 2
i

2
+

∑

1≤i<j≤3

(
g2

(Qi −Qj)2
+

g2

(Qi +Qj)2

)
=

1

2
p2r +

I(pθ, pϕ, θ, ϕ)
2r2

. (1.16)

Впрочем, это ожидаемый результат, поскольку диаграммы D3 и A3 совпадают и
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определяют одну и ту же алгебру su(4) (по классификации Дынкина Dn опреде-

лена для n ≥ 4). Во втором уравнении мы ввели сферические координаты (r, θ, ϕ)

вместе с сопряжёнными им импульсами (pr, pθ, pϕ).

Угловая часть гамильтониана (1.16) имеет следующий вид:

I(pθ, pϕ, θ, ϕ) = p2θ +
p2ϕ

sin2 θ
+

2g2

sin2 θ

×
∑

±

[
1

(cosϕ± sinϕ)2
+

1

(cot θ ± sinϕ)2
+

1

(cot θ ± cosϕ)2

]
.

(1.17)

Ей соответствует сферическая симплектическая структура

ω0 = dpθ ∧ dθ + dpϕ ∧ dϕ.

Гамильтониан приводится к следующей форме:

I =
p2θ
2

+
p2ϕ

sin2 θ
+

4g

sin2 θ

[
1

1 + cos 4ϕ
+

k − 6

k − 8 + 8/k − k cos 4ϕ

+
4(k − 16 + 16/k)

(k − 8 + 8/k − k cos 4ϕ)2
]
, k = tan2 θ.

(1.18)

В этих координатах проявляется явным образом инвариантность относительно

циклической группы Z4 дискретных вращений ϕ → ϕ + π/4 и группы Z2 про-

странственных отражений θ → π − θ, которые являются подгруппами в Oh.

Поскольку сферическая механика (1.17) была получена из модели Калоджеро,

она также интегрируема. Получается система на сфере с шестью центрами силы,

которые определяются векторами

β12 = (0, 1, 1), β13 = (1, 0, 1) β14 = (1, 1, 0),

β23 = (1,−1, 0), β24 = (1, 0,−1), β34 = (0, 1,−1).
(1.19)

Концы векторов βij вместе с противоположными им βji = −βij образуют ку-

бооктаэдр, который является архимедовым многогранником, как показано на ри-

сунке 1.2. Этот многогранник, как и куб, обладает октаэдрической симметрией

Oh ≡ S4 ⊗ Z2 порядка 48, что отражает дискретную симметрию базовой системы

Калоджеро. Отметим, что S4 изоморфна группе Вейля алгебры A3 и сохраняет
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ориентацию кубооктаэдра. Подгруппа Z2 соответствует отражению xi → −xi всех

четырех координат. В Ли алгебраическое описание, оно соответствует инвариант-

ности схемы Дынкина при отражении.

Заметим, что вектора b23, b34 и b24 лежат на экваториальной плоскости, а углы

между ними соответственно равны π/3 и 2π/3. Их вершины и вершины противопо-

ложных векторов образуют шестиугольник (Рис. 1.2). Их расположение в точности

совпадает с расположением аналогичных векторов в трехчастичной модели (Рис.

1.1). Вершины векторов b12, b13, b14 расположены на плоскости, параллельной эк-

ваториальной. Они образуют треугольную грань кубооктаэдра, котороя сдвинута

на угол π/6 относительно треугольника (b23,b34,−b24).

Выберем декартовы координаты, в которых первая ось направлена вдоль b13,

а вторая лежит в плоскости, образованной векторами b12 и b13. Направления ба-

зисных векторов ортогональны треугольным граням кубооктаэдра (Рис. 1.2). В

соответствующей сферической системе координат угловая часть гамильтониана

имеет следующий вид:

I =
p2θ
2

+
p2ϕ

2 sin2 θ
+

9g(8− tan2 θ)2

2(3 tan2 θ − 8 + tan3 θ cos 3ϕ)2

+
12g

3 tan2 θ − 8 + tan3 θ cos 3ϕ
+

9g

4 sin2 θ(1 + cos 6ϕ)
.

(1.20)

Инвариантность относительно группы вращений Z3 на угол 2π/3 относительно

третьей оси теперь очевидна.

Потенциал (1.20) имеет достаточно сложный вид. Трудно поверить, что систе-

ма с таким потенциалом может быть интегрируемой.
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1.3 Угловая часть системы Калоджеро как редук-

ция матричной модели

1.3.1 Соответствие матричной модели

Лиувиллевские интегралы движения модели Калоджеро (1.1) [149, 167, 64]:

Ik =
(
Lk
)
:= trLk, 1 ≤ k ≤ N (1.21)

выражаются через матрицу Лакса

Ljk = δjkpk + (1−δjk)
ig

qj − qk
. (1.22)

Для удобства, в дальнейшем след матрицы обозначается круглыми скобками. Мо-

дель Калоджеро может быть получена из свободной эрмитовой матричной модели

H =
1

2

(
P 2
)
, P+ = P, Q+ = Q, {Pij, Qj′i′} = δii′δjj′ (1.23)

редукцией по группе SU(N), которая действует по правилу

P → UPU+, Q→ UQU+. (1.24)

Это действие сохраняет скобки Пуассона. Соответствующий сохраняющийся ток

задаётся бесследной эрмитовой матрицей [167]

J = i[Q,P ]. (1.25)

С помощью этой симметрии можно диагонализовать матрицу координат:

Qjk → qjδjk. (1.26)

Тогда в соответствии с соотношением (1.25) недиагональные элементы матрицы J

определяют соответствующие элементы редуцированной матрицы P :

Pjk → −i
Jjk

qj − qk
, j 6= k.
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Диагональные же элементы pj матрицы P остаются независимыми и сопряжены с

координатами, т. е. {pj, qk} = δjk. Простейший анзац для матрицы J – равное по-

стоянное значение для всех недиагональных элементов, т. е. Jjk = −g при условии

j 6= k, – воссоздаёт матрицу Лакса (1.22) для обычной модели Калоджеро:

Pjk → Ljk. (1.27)

После фиксации калибровки коммутатор (1.25) сводится к выражению

[Q,P ]jk = ig(δjk − ujuk), где ui = 1. (1.28)

Выберем для генераторов группы SU(N) ортонормированный базис {Ta}, a =

0, 1, . . . , N2−1

(TaTb) = δab, [Ta, Tb] =
∑

c

ifabcTc (1.29)

с действительными антисимметричными структурными константами fabc и разло-

жим эрмитовы матрицы по ним:

Q =
∑

a

QaTa, P =
∑

a

PaTa. (1.30)

В соответствии с разложением U(N) = U(1)×SU(N), возьмём в качестве U(1) ге-

нератора единичную матрицу T0, а остальные генераторы Ta зададим бесследными

эрмитовыми матрицами. Стандартный вид этого базиса приведен в Приложении

(выражения (1.116), (1.117) и(1.118)). Коэффициенты Pa и Qa взаимно сопряжены

[166, 167]:

{Pa, Qb} = δab,

что вытекает из скобок Пуассона в (1.23), и соотношения полноты, которому удо-

влетворяют генераторы U(N).

Определим, как обычно, тензор углового момента M для матричной модели:

Mab = PaQb − PbQa. (1.31)
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Его компоненты Mab образуют алгебру so(N2):

{Mab,Ma′b′} = δab′Ma′b + δba′Mab′ − δaa′Mbb′ − δbb′Maa′ . (1.32)

В инвариантной форме угловой момент имеет следующий вид:

M = P ∧Q ≡ P ⊗Q−Q⊗ P =
∑

a,b

Mab Ta ⊗ Tb. (1.33)

Компоненты Jc = (JTc) сохраняющегося тока (1.25) выражаются через компонен-

ты углового момента:

Jc = −
i

2

∑

a,b

fabcMab. (1.34)

Конечно, они удовлетворяют алгебре su(N):

{Ja, Jb} = i
∑

c

fabcJc, (1.35)

что можно легко проверить с помощью коммутационных соотношений (1.32).

Матричная модель обладает также U(1) симметрией, которая задается транс-

ляциями

Q→ Q + ǫ1, P → P. (1.36)

Соответствующий сохраняющийся ток имеет следующий вид (см. (1.119) в прило-

жении):

(P ) ∼ P0. (1.37)

SU(N) преобразования сохраняют его, поэтому он находится в инволюции с тока-

ми Ja, что можно также проверить с помощью соотношений (1.23) и (1.25). Вместе

эти токи порождают группу U(1)× SU(N) = U(N). Редукция по U(1) исключает

координату и импульс центра масс модели Калоджеро:

(P ) =
∑

i

pi = 0, (Q) =
∑

i

qi = 0.

Действие матричной модели – S = 1
2

∫
trQ̇2dt – остается неизменным при кон-

формных преобразованиях, образующих алгебру sl(2, R), которая в введённых на-
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ми обозначениях принимает следующий вид:

D = (PQ) =
∑

a

QaPa,

K =
1

2

(
Q2
)
=

1

2

∑

a

Q2
a,

H =
1

2

(
P 2
)
=

1

2

∑

a

P 2
a .

(1.38)

Стандартный базис этой алгебры имеет вид

J1 = H +K, J2 = D, J3 = H −K, {Jα, Jβ} = −2ǫαβγJγ, (1.39)

где индексы поднимаются с помощью конформной метрики diag(1,−1,−1). Кон-

формная алгебра находится в инволюции с тензором углового момента:

{Mab, sl(2, R)} = 0 (1.40)

и, следовательно, с su(N) алгеброй (1.34), (1.35). Последнее условие следует также

из инвариантности следа (1.38) при калибровочных преобразованиях (1.24).

Элемент Казимира алгебры (1.2)

I =
∑

α

JαJ
α = 4KH −D2 =

(
P 2
) (
Q2
)
− (PQ)2 . (1.41)

определяет гамильтониан матричной модели, редукция которого соответствует

сферической части модели Калоджеро (1.4). Его можно рассматривать как от-

дельную систему, которую в дальнейшем будем называть сферической механикой.

Он также выражается через угловой момент (1.31):

I =
1

2
(tr⊗ tr)M2 =

∑

a<b

M2
ab. (1.42)

Заметим, что конформное генераторы (1.38) состоят из независимых частей,

каждая из которых задаётся отдельной координатой и импульсом. Однако, как

было сказано выше, SU(N) редукция к модели Калоджеро (1.26), (1.26) переме-

шивает все компоненты кроме первого, которая соответствует центру масс. Таким
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образом, конформная алгебра (1.38) разлагается на две независимые конформные

алгебры:

Jα = J red
α + J0

α, (1.43)

где J0
α определяется членами с нулевыми компонентами в выражениях (1.38):

D0 = P0Q0, K0 =
1

2
Q2

0, H0 =
1

2
P 2
0 ,

а J red
α – остальными их членами. Для элемента Казимира имеем:

I = Ired + 2J red
α J0α. (1.44)

Это соотношение устанавливает связь между сферическими системами с учётом

и без учёта центра масс.

1.3.2 Интегралы движения сферической механики

Прежде чем обсуждать интегралы движения сферической механики, напомним

прообразы интегралов движения Лиувилля для модели Калоджеро (1.21) в мат-

ричной модели:

Ik =
(
P k
)
=
∑

a1,...,ak

da1...akPa1 . . . Pak . 0 ≤ ai ≤ N2 − 1, (1.45)

Здесь коэффициенты da1...ak являются U(N) инвариантными тензорами:

da1...ak = (Ta1 . . . Tak) . (1.46)

В частности,

da = δa0, dab = δab. (1.47)

Первые две константы движения пропорциональны суммарному импульсу и энер-

гии системы. Подставляя p0 = 0 в (1.45), получим интегралы движения для си-

стемы с исключенным центром масс:

Ired
k =

∑

b1,...,bk

db1...bkPb1 . . . Pbk , 1 ≤ bi ≤ N2 − 1. (1.48)
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Поскольку первая константа движения равна нулю из-за условия (1.47), остаются

только N − 1 независимых интегралов Лиувилля. Тогда соотношение между ин-

тегралами движения системы Калоджеро с учётом и без учёта центра масс при-

нимает вид:

Ik →
k∑

i=0

N
i−k
2

(
k

i

)
P k−i
0 Ired

i , (1.49)

где мы положили Ired
0 = 1 и Ired

1 = 0. Это следует из соотношения между инвари-

антными тензорами для SU(N) и U(N) групп:

da1...ak = N− k−k′

2 dar1 ...ark′ , (1.50)

где r1, . . . , rk′ задают позиции индексов с ненулевыми значениями, взятыми в по-

рядке возрастания, т. е. ari > 0. Уравнение (1.50) следует из (1.116), (1.117) и

(1.46). Аналогичное соотношение можно получить между дополнительными инте-

гралами Gk обеих систем (1.44).

Интегралы движения сферической механики (1.3) должны находиться в инво-

люции со всей конформной алгеброй (1.2), так как они выражаются через угловые

координаты и импульсы, в то время как генераторы конформной алгебры зави-

сят только от радиальных координаты и импульса. Таким образом, эти интегралы

являются SL(2, R) синглетами. С другой стороны, они должны быть скалярами

также и относительно SU(N) группы, иначе редукция по ней не была бы коррект-

ной. Таким образом,

SU(N) × SL(2, R) синглеты образуют всю алгебру интегралов сферической

механики.

Чтобы выписать их, есть два способа: скомпоновать SU(N) инвариантны из

SL(2, R) инвариантов и, наоборот, скомпоновать SL(2, R) инвариантны из SU(N)

инвариантов. В обоих подходах выражения для интегралов сферического гамиль-

тониана имеют достаточно сложный вид, однако, обладают простым графическим

представлением.
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Mab =
a b

dabcde = b

a
b

b
b

c
b

d
b

e

Рис. 1.3: Графическое представление углового момента и инвариантных тензоров.

a

b

a′

b′

a

b

a′

b′

a

b

a′

b′

= +

Рис. 1.4: Схематическое изображение перекрестных соотношений (1.51).

Как было сказано выше, SL(2, R) инвариант можно выразить через тензор мо-

мента импульса Mab с индексами, соответствующими присоединенному представ-

лению SU(N). В то же время, SU(N) инвариант может быть построен сверткой од-

ночленов Ma1b1 . . .Makbk с инвариантными тензорами (1.46). Это наблюдаемое яв-

ляется полиномиальной константой движения I k-го порядка по переменным Mab

и Pa. Представим его в графической форме, нарисовав тензор момента импульса

в виде вектора с конечной или начальной точками, наделенными соответствую-

щими индексами. Свертку же с инвариантным тензором изобразим включением

соответствующих конечных или начальных точек внутрь овала, как показано на

рис. 1.3. Вся диаграмма состоит из векторов с концами, распределёнными некото-

рым способом по овалам. Некоторые из диаграмм выражаются через другие или

зануляются. В частности, квадратичное перекрестное соотношение между компо-

нентами момента импульса

Ma′bMab′ =MabMa′b′ −Maa′Mbb′ , (1.51)

которое является следствием определения (1.33) и представлено графически на

Рис. 1.4, значительно сокращает число функционально независимых интегралов.

Ясно, что инвариант, соответствующий несвязанной диаграмме, является про-

изведением инвариантов, соответствующих его связанным частям. Хотя порядок

индексов в овалах существенен, любая их перестановка изменяет значение на-
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Рис. 1.5: Диаграммы инватиантов: a) Ik , b) I ′k и c) I.

блюдаемой на величину, которая выражается через те же интегралы, но только

имеющие более низкий порядок по импульсам. Это следует из соотношений (1.51),

антисимметричности тензора углового момента и определения тока Jc (1.34), ко-

торый при редукции становится числом:

∑

a,b

(. . . [Ta, Tb] . . . )Maa′Mbb′ =
i

2

∑

a,b,e

fabe (. . . Te . . . )MabMa′b′ = −
1

2

∑

e

Jed...e...Ma′b′ .

Более того, если два индекса инвариантного тензора свертываются с одним Mab,

то соответствующий интеграл сводится к комбинации интегралов более низкого

порядка. Действительно, имеем:

∑

a,b

dab...Mab =
∑

a,b

(TaTb . . . )Mab =
∑

a,b,c

i

2
fabcdc...Mab = −

∑

c

Jcdc....

Поэтому без ограничения общности можно представить диаграмму в виде инвари-

антных тензоров (представленных овалами), расположенных вдоль одной линии

или окружности, связанных взаимно не пересекающимися векторами углового мо-

мента.

В качестве примера рассмотрим аналог интегралов Лиувилля (1.45) исходного

гамильтониана. Для сферического гамильтониана берем угловой момент вместо

импульса:

Ik =
(
M2k

)
:= (tr⊗ tr)M2k =

∑

ai,bi

da1...a2kdb1...b2kMa1b1 . . .Ma2kb2k . (1.52)

Заметим, что из-за антисимметричности Mab нечетные степени зануляются. Со-

ответствующая схема приведена на Рис. 1.5a. В отличие от своих аналогов (1.45),
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∑
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b
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=
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0
= M0a

Рис. 1.6: Группа из двух индексов заменяется одним индексом.

эти сферические интегралы не находятся в инволюции. Их скобка равна

{In, Im} = 4nmIn,m, (1.53)

где In,m является комбинированной диаграммой, представленной на рис. 1.5b и

1.5c. Приведенное соотношение является следствием (1.32), циклической симмет-

рии инвариантных тензоров (1.46) и соотношения полноты:

N2−1∑

a=0

da1...an−1adaan...an+m−1
= da1a2...an+m−1

, (1.54)

которое следует из (1.130). Для системы без центра масс последнее соотношение

в соответствии с (1.131) принимает вид:

N2−1∑

b=1

db1...bn−1bdbbn...bn+m−1
= db1b2...bn+m−1

+
1

N
db1...bn−1

dbn...bn+m−1
. (1.55)

Как следствие, коммутатор (1.53) равен:

{Ired
n , Ired

m } = 4nm

(
Ired
n,m −

1

N
I ′red
n,m

)
, (1.56)

где I ′n,m is получается из In,m расщеплением самого длинного овала, как показано

на рис. 1.7.

Ввиду dab = δab, двухточечный овал можно заменить одной точкой как по-

казано на рис. 1.6. Таким образом, первый интеграл из семейства (1.52) просто

совпадает со сферическим гамильтонианом I1 = I (см. рис 1.7c). Одноточечный

овал отличен от нуля только при наличии центра масс, так как da = δ0a (см. тот же

рисунок). Это свойство значительно снижает число независимых инвариантов для

сферической механики без центра масс, облегчая их дальнейшую классификацию.

45



a) b

b

bb

b

b

b

b

b b

b

b

c)

I4,3 =
b b b b b

b b b b b b b

d)

I4,6 =
b b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b)
b b b b

b b b b

e)

I ′4,3 =
b b b b b

b b b b b b b

f)

I ′4,6 =
b b b b b b b b b b

b b b b b b b b

Рис. 1.7: Схематическое представление некоторых сферических инвариантов.

Другое семейство интегралов движения получается попарным свертыванием

первых индексов соседних тензоров углового момента (тензор δaa′ является ин-

вариантом) с последующим свертыванием их вторых индексов с инвариантным

тензором порядка 2k:

I ′k =
(
Rk
)
=
∑

ai,bi,b′i

db1b′1...bkb′kMa1b1Ma1b′1
. . .MakbkMakb

′
k
, R = (tr⊗ 1)M2. (1.57)

Эти интегралы возникали в работе [209] как интегралы движения для системы с

гамильтонианом, равным HK. Отметим, что первый из них совпадает со сфери-

ческим гамильтонианом: I ′1 = I.

Более сложные инварианты могут содержать петли из векторов углового мо-

мента. Общее число этих векторов задает порядок по импульсам (или по моментам

импульсов) соответствующих инвариантов. На рисунках 1.7, 1.8 и 1.9 представле-

ны примеры констант движения сферической гамильтониана. Запишем, например,

инвариант, соответствующий диаграмме шестого порядка на рис. 1.9c:

∑

all indices

dabcda′b′c′MadMa′dMbb′Mcc′ .

Конечно, лишь конечное число диаграмм функционально независимы. При на-

личии симметрии при отражении, меняющей знак, соответствующая наблюдаемая

зануляется. Два таких примера показаны на рис. 1.8. Рассмотрим, например, ин-
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Рис. 1.8: Первые две диаграммы зануляются, поскольку меняют знак при отражении

относительно оси симметрии, обозначенной пунктирной линией. Инварианты (1.58)

задаются n-угольником.

вариант
∑

a1...an

Ma1a2Ma2a3 . . .Mana1 = trMn, (1.58)

где, в отличие от M , определенного в (1.33), каллиграфическое обозначениеM =

(Mab) представляет тензор момента импульса в виде обычной антисимметричной

матрицы. Данный инвариант описывается n-угольником как показано на рис. 1.8.

Для нечетных n он равен нулю из-за антисимметрии по отношению к инверсии

Mab → Mba всех векторов. Четные же значения соответствуют инвариантам Ка-

зимира алгебры SO(N2). Как можно легко убедиться, перекрестные соотношения

(1.51) предполагают равенства:

Mn =
1

2

(
trM2

)
Mn−2 = IMn−2.

Таким образом, инвариант (1.58) выражается через степень сферического гамиль-

тониана (см. рис. 1.8a):

trMn = In/2.

Используя соотношение (1.50), которое выражает U(N) инвариантные тензоры

через SU(N) инвариантные, соотношения между инвариантами конформной ме-

ханики с центром масс и без центра масс (1.49) можно распространить на сфериче-

ские инварианты. Для сферических гамильтонианов эта связь задается с помощью
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Рис. 1.9: Три независимых инварианта четвертого порядка.

b b b b b b b b b

Рис. 1.10: Единственный инвариант пятого порядка.

(1.44). В общем случае применяется соотношение

N2−1∑

a1,a2=0

d(k1)...a1...d
(k2)
...a2...Ma1a2 =

N2−1∑

b1,b2=1

d
(k1)
...b1...

d
(k2)
...b2...

Mb1b2

+ 1√
N

N2−1∑

b=1

(
d
(k1)
...b...d

(k2−1)
...... − d(k1−1)

...... d
(k2)
...b...

)
Mb0,

где k1, k2 обозначают порядок двух инвариантных тензоров. В результате сфе-

рический инвариант распадается на 3
∑

k части и может быть скомбинирован в

полином по M0b.

1.3.3 Независимые инварианты и предел свободных частиц.

В дальнейшем мы рассматриваем сферическую механику с исключенным цен-

тром масс. Она является суперинтегрируемой системой на (N − 2)-мерной сфере

с 2N − 5 функционально независимыми интегралами движения. Кроме самого

сферического гамильтониана (см. рис. 1.5c), нет инвариантов второго порядка по

импульсам. Не существует также нетривиальных инвариантов третьего порядка,

но есть три независимых инварианта четвертого порядка и один инвариант пятого

порядка. Они изображены соответственно на рис. 1.9a и 1.9b. Вместе со сфериче-

ским гамильтонианом они образуют независимый набор инвариантов вплоть до

пятого порядка по импульсам. Здесь функциональная независимость понимается

в пределе большого числа частиц: N → ∞. Для достаточно малых чисел частиц
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появляются дополнительные алгебраические соотношения, уменьшая число неза-

висимых интегралов.

Имеется шестнадцать инвариантов шестого порядка. В целях упрощения гра-

фики и экономии места, овалы стянуты в точки. Например, диаграммы четверто-

го порядка на рис. 1.9 эквивалентны диаграммам на рис. 1.11. Все независимые

инварианты шестого порядка показаны на рис. 1.12. Остальные либо исчезают,

либо выражаются через них и инварианты более низкого порядка. Этот результат

установлен прямым компьютерным расчетом.

В пределе g → 0 интегралы движения значительно упрощаются. Напомним,

что редукция матричной модели системы Калоджеро сохраняет только диагональ-

ные элементы матрицы координат (1.26). Кроме того, в пределе свободных частиц

выживают только диагональные элементы P в соответствии с (1.21). Таким обра-

зом, остаются только компоненты Qk, Pk и Mkl, соответствующие диагональной

подалгебре Картана. Заметим, что ограничение инвариантного тензора на подал-

гебру Картана полностью симметрично. Предел g → 0 соответствует старшему

члену по импульсам:

Ik(g = 0) =
N∑

i1...ik=1

d′i1...ikpi1 . . . pik =
N∑

i=1

pki . (1.59)

Для простоты здесь используются обычные координаты модели Калоджеро. Со-

ответствующий базис получается заменой Ti → Ei+1 i+1 в (1.116), (1.117) и разло-

жением диагонального элемента P =
∑N

i=1 piEii. В этом базисе индексы ненулевых

элементов U(N) инвариантного тензора совпадают:

d′i1i2...ik = (Ei1i1 . . . Eikik) = δi1i2δi1i3 . . . δi1ik , 1 ≤ il ≤ N. (1.60)

Возвращаясь к инвариантам сферической механики, мы видим, что упрощён-

ные графы, определённые на рис. 1.11. и 1.12, в пределе свободных частиц приобре-

тают простой смысл: каждая точка помечена одним индексом. Например, старшие
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J1

J2
J3

Рис. 1.11: Старшие члены для трех независимых инвариантов четвёртого порядка.

члены инвариантов (1.52) и (1.57) равны, соответственно,

Ik(g = 0) =

N∑

i,j=1

M2k
ij , I ′k(g = 0) =

N∑

i=1

(M2
ii)

k.

На рис. 1.12 представлены члены высшего порядка всех инвариантов шестого

порядка. Они независимы для достаточно большого числа частиц.

В качестве примера, рассмотрим двумерную сферическую механику Ired, соот-

ветствующую четырехчастицной модели Калоджеро с редуцированным центром

масс. Кроме гамильтониана, он имеет два независимых инварианта: один из них

может быть выбран четвертого порядка по импульсам, а другой – шестого поряд-

ка. Остальные интегралы движения выражаются через них.

1.4 Аналогия с состояниями спиновых синглетов,

образованных валентными связями

В предыдущих разделах мы построили константы движения сферической меха-

ники путем комбинации инвариантов конформной алгебры Mab с унитарно ин-

вариантными тензорами. Те же константы можно получить следуя в обратном

порядке, а именно путем комбинирования унитарно инвариантных мультиплетов

конформной алгебры в конформные синглеты. Этот метод является дуальным

предыдущему. Хотя результаты одинаковы, первый подход является более про-

стым для описания и расчетов, а вторая интерпретирует интегралы движения как

квантовые синглетные состояния конформной группы, образованные валентными
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Рис. 1.12: Старшие члены для всех независимых инвариантов шестого порядка.
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связями аналогично обычным спиновым синглетам группы SU(2) [197].

Сначала рассмотрим наблюдаемые матричной механики (1.23), которые выра-

жаются через след произведения матриц P и Q:

Oσ1...σn =
∑

a1,...an

da1...anA
σ1

a1
. . . Aσn

an = (Aσ1 . . . Aσn) ,

σi = ±, A+ = P, A− = Q.

(1.61)

Для дальнейшего удобства используем обозначения A± для динамических пере-

менных. Канонические скобки Пуассона теперь имеют вид:

{Aσ
ij , A

σ′

j′i′} = ǫσσ′δii′δjj′, (1.62)

где ǫσσ′ – антисимметричный тензор, ǫ+− = 1. Величины (1.61) являются SU(N)

инвариантами. Они образуют линейную алгебру Пуассона [53]:

{
Oσ1...σn , Oσ′

1...σ
′
m

}
=
∑

i,j

ǫσiσ′
j
Oσi+1...σi−1σ

′
j+1

...σ′
j−1 . (1.63)

Это соотношение следует также из соотношения полноты между U(N) инвариант-

ными тензорами (1.54). Здесь предполагается циклический порядок в последнем

следе. Отметим, что в квантовом случае появляются полиномиальные поправки в

связи с упорядочением матричных элементов [95].

Угловой момент в новых обозначениях выражается следующим образом:

Mab =
∑

σ1,σ2

ǫσ1σ2
Aσ1

a A
σ2

b . (1.64)

Инварианты сферической механики могут быть выражены через (1.61) и ǫσσ′ . Точ-

нее, i-ая точка соответствующей диаграммы (см., например, Рис. 1.5 и 1.7) обо-

значается теперь через σi, в то время как сгруппированные вершины и их связи

ассоциируются с Oσ1...σn и ǫσ1σ2
соответственно, как показано на рис. 1.13. Сумма

берется по всем σi. Это – дуальная интерпретация диаграммы. Ее можно получить,

подставляя (1.64) в выражения для инвариантов с последующим использованием
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ǫσσ′ =
σ σ′

(Aσ1 . . . Aσ5) = b

σ1
b

σ2
b

σ3
b

σ4
b

σ5

Рис. 1.13: Дуальное графическое представление.

(1.61) и (1.46). Коммутационные соотношения между инвариантами, аналогичные

(1.53) и (1.56) могут быть получены с использованием соотношений (1.63).

Конечно, только ограниченное количество описанных наблюдаемых являются

независимыми. Кроме того, при редукции к системе Калоджеро, согласно (1.26) и

(1.28), коммутационные отношения (1.28) устанавливают определенный порядок

в произведении матриц P и Q. Наиболее часто используется нормальное упоря-

дочение, либо упорядочение Вейля (симметризованное упорядочение) [30, 98, 16],

которые определяются следующим образом:

Ikl =
(
P kQl

)
, (1.65)

Isym
kl = Sym(P kQl) =

(
k + l

l

)−1 ∮
dz

2iπzl+1
tr(P + zQ)k+l. (1.66)

Симметризованные следы (1.66) при условии k + l = 2s образуют (2s+ 1)-мерное

(неунитарное) представление sl(2, R) с конформным спином s со старшим векто-

ром, соответствующим интегралам Лиувилля I2s модели Калоджеро (1.45). Ис-

пользуя обычные обозначения теории представлений, представим их в виде

Isym
s+ms−m = O(σ1...σ2s) =

(
2s

s−m

)− 1

2

ψsm, где 2m = k − l,

(σ1 . . . σ2s) = (+ · · ·+︸ ︷︷ ︸
s+m

− · · ·−︸ ︷︷ ︸
s−m

).

(1.67)

Симметризация проводится по индексам внутри скобок. Действие генераторов

конформной группы (1.38) можно проверить с помощью канонической скобки

(1.62).

Величины Ik0 = Ik и Ik1 совпадают с их симметризованными аналогами и обра-

зуют замкнутую алгебру Ли. Их квадратичные комбинации IkIl1−IlIk1 приводят к

дополнительным интегралам системы Калоджеро [208]. Тем не менее, целый ряд
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наблюдаемых (1.65) или (1.66) не образуют замкнутую алгебру Пуассона. Дей-

ствительно, в случае нормального упорядочения в соответствии с (1.63) мы имеем

следующее разложение структурных констант скобок Пуассона:

{Ikl, Ik′l′} = (kl′ − k′l)Ik+k′−1 l+l′−1 + g · {члены более низкого порядка}.

Здесь, после нормального переупорядочения остаются только строки, содержащие

не более чем l+ l′−2 копий Q и k+k′−2 копий P . Помимо Iij эти упорядоченные

члены содержат также полиномы по 〈v|P kQl|v〉, которые вместе с Iij образуют

замкнутую нелинейную алгебру [16].

Аналогичная структура имеет место для скобки между наблюдаемыми, упо-

рядоченными по Вейлю:

{ψs1m1
, ψs2m2

} = 2(s2m1 − s1m2)ψs1+s2−1m1+m2
+ g · {квантовые поправки}, (1.68)

где младшие члены, как правило, не симметризованы. Так как sl(2, R) алгебра дей-

ствует аддитивно на скобки Пуассона, мы получаем аналог правила сумм углового

момента для sl(2, R) представлений с конформными спинами s1 и s2. Получается

неассоциативное косое произведение, в котором выживают только симметричные

представления:

(s1) ∧ (s2) = (s1 + s2 − 1)⊕ (s1 + s2 − 3)⊕ . . . =
[ s1+s2−1

2 ]⊕

k=0

(s1 + s2 − 1− 2k). (1.69)

На самом деле, эти свойства Вейль-упорядоченных величин вытекают из симмет-

ризованного аналога соотношения

{
O(σ1...σ2s), O(σ′

1
...σ′

2s′
)
}
=
∑

σi,σ′
j

ǫσiσ′
j
O(σ1...σ̂i...σ2s)(σ′

1
...σ̂′

j ...σ
′

2s′
). (1.70)

Правая часть этого уравнения имеет структуру тензорного произведения двух

sl(2, R) мультиплетов с конформными спинами s− 1
2

и s′− 1
2
. Свертка с ǫσ1σ′

1
. . . ǫσkσ

′
k

с последующей симметризацией по остальным спинам проектирует ее на представ-

ление со спином s + s′ − k − 1. Так как левая часть (1.70) антисимметрична при
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перестановке двух множеств спиновых индексов {σ} и {σ′}, остаются лишь чет-

ные значения k, что доказывает (1.69). Используя (1.67) и разложение Клебша-

Гордана, можно получить из (1.70) следующие скобки между обычными состоя-

ниями с определенной проекцией спина:

{ψsm, ψs′m′} = 2
√
ss′
[ s1+s2−1

2 ]∑

k=0

(√
(s+m)(s′−m′)Cs+s′−2k−1m+m′

s− 1

2
m− 1

2
,s′− 1

2
m′+ 1

2

−
√

(s−m)(s′+m′)Cs+s′−2k−1m+m′

s− 1

2
m+ 1

2
,s′− 1

2
m′− 1

2

)
ψs+s′−2k−1m+m′ .

(1.71)

Можно заменить все строки (1.61) в выражении для сферического инварианта

их симметризованными аналогами (1.67). В дуальном описании предыдущего раз-

дела эта замена эквивалентна использованию симметризованных инвариантных

тензоров

dsym
a1...an =

1

n!

∑

p∈Sn

dap1 ...apn .

Конечно, новый набор инвариантов отличается от старого. Несмотря на то, что со-

ответствующие выражения оказываются более громоздкими, вид диаграмм здесь

проще. В силу симметрии, все спины, которые образуют данный мультиплет, эк-

вивалентны. Таким образом, более естественно использовать одну вершину для

мультиплета, как в предыдущем разделе, где обсуждался предел свободных ча-

стиц.

Соотношение (1.51), изображенное на рис.1.4, является известным соотношени-

ем пересечения валентных связей для четырех спинов с s = 1/2, сгруппированных

в три синглетные состояния. В терминологии теории спиновых систем, описан-

ные состояния образуют базис в пространстве спиновых синглетных состояний,

образованных валентными связями. Он переполнен, т. е. линейно зависим. Неза-

висимыми будут состояния Темперли и Либа, в которых связи не пересекаются.

Точнее, если расположить все мультиплеты вдоль одной прямой или окружности,

и любые парные связи допускаются, если только они согласованы со спином муль-

типлета (из точки со спином s выходит ровно 2s линий) и нет пересечений. Базис
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Темперли-Либа является неортогональным даже для su(2) спинов. Все состояния,

представленные на Рис. 1.11 и 1.12 являются элементами базиса Темперли-Либа.

После SU(N) редукции построенные инварианты образуют функциональное пред-

ставление для SL(2, R) синглетных состояний, аналогичное более простому, рас-

смотренному в работе [136] для группы SU(2) и спина s = 1/2.
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1.5 Инварианты произвольной сферической меха-

ники

1.5.1 Сферическая механика

В этом разделе мы свяжем интеграл движения конформной механики (1.4) с неко-

торой системой дифференциальных уравнений в фазовом пространстве соответ-

ствующей сферической системы.

Любая функция f на фазовом пространстве определяет гамильтоново вектор-

ное поле, действующее посредством скобки Пуассона f̂ = {f, .}. Гамильтоновы

векторные поля, порождаемые генераторами H,D,K (1.4) и элементом Казимира

(1.3) имеют вид:

Ĥ = pr
∂

∂r
+
I
r3

∂

∂pr
+
Î
2r2

, K̂ = −r ∂

∂pr
, D̂ = r

∂

∂r
− pr

∂

∂pr
, (1.72)

Î = 4HK̂ + 4KĤ − 2DD̂. (1.73)

Поскольку задание f 7→ f̂ является гомоморфизмом алгебры Ли, векторные по-

ля Ĥ, K̂, D̂ удовлетворяют конформной алгебре (1.2), а векторное поле элемента

Казимира Î коммутирует с ними.

Любой интеграл движения является младшим вектором конформной алгебры

(1.2), так как он зануляет гамильтониан. Без каких-либо ограничений, его можно

выбрать с определенной конформной размерностью (конформным спином):

ĤIs = 0, D̂Is = −2sIs. (1.74)

Заметим, что любая конформная механика, описывающая тождественные части-

цы, имеющая дополнительный кубический по импульсам интеграл движения (т.е.

с s = 3/2), коммутирующий с полным импульсом, приводит к рациональной мо-

дели Калоджеро [26].
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В дальнейшем будем рассматривать только неотрицательные целые и полуце-

лые значения спина s, так что Is порождает конечномерное (неунитарное) пред-

ставление алгебры sl(2, R). Интегралы движения модели Калоджеро и ее рацио-

нальных обобщений удовлетворяют этому условию.

Наша задача – представление интегралов движения сферического гамильтони-

ана (1.3) через интегралы базового гамильтониана конформной механики. Исполь-

зуя (1.4), (1.72) и (1.73), легко видеть, что условие сохранения (1.74) эквивалентно

уравнению

(Î − M̂) Is(pr, r, u) = 0, где M̂ = 2(Ŝ− − IŜ+). (1.75)

Здесь одномерные векторные поля Ŝ± и Ŝz задаются выражениями:

Ŝ+ =
1

r

∂

∂pr
, Ŝ− = −prr2

∂

∂r
, Ŝz = −

1

2

(
r
∂

∂r
+ pr

∂

∂pr

)
. (1.76)

Интересно, что они составляют алгебру so(3):

[Ŝ+, Ŝ−] = 2Ŝz, [Ŝz, Ŝ±] = ±Ŝ±. (1.77)

Заметим, что поле Ŝ+ гамильтоново и порождается гамильтонианом S+ = − log(r),

в то время как два других векторных поля не являются гамильтоновыми.

Интеграл (1.74) можно представить в виде суммы слагаемых с разделенными

радиальными и угловыми координатами и импульсами:

Is(pr, r, u) =
s∑

m=−s

fs,m(u) Rs,m(pr, r), Rs,m(pr, r) =

√(
2s

s+m

)
ps−m
r

rs+m
. (1.78)

Радиальные функции Rs,m образуют спин-s представление (s = 0, 1
2
, . . . ) алгебры

so(3):

Ŝ±Rs,m =
√

(s∓m)(s±m+1)Rs,m±1, ŜzRs,m = mRs,m. (1.79)

Следовательно, Î действует нетривиально только на угловые, а Ŝa – на радиальные

переменные. Используя (1.78), можно переместить последнее действие на угловые
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переменные транспонированием so(3) матриц. В результате действие Î на спин-s

состояния fs,m задается выражением

Îfs,m =
∑

m′

Mmm′fs,m′

= 2
(√

(s−m)(s+m+1)fs,m+1 − I
√

(s−m+1)(s+m)fs,m−1

)
.

(1.80)

Это – система из 2s + 1 линейных однородных дифференциальных уравнений

первого порядка для угловых функций fs,m(u). Коэффициенты зависят только от

I, который коммутирует с дифференциальным оператором, и поэтому они могут

здесь рассматриваться как константы. Отметим, что все угловые коэффициенты

должны удовлетворять эквивалентному данной системе линейному однородному

дифференциальному уравнению (2s+1)-го порядка:

Det(Î −M)fs,m = 0. (1.81)

Действительно, используя (1.80), можно рекуррентным образом представить каж-

дую функцию fs,m как полином (s±m)-го порядка по Î, действующий на функ-

ции fs,∓s. Диагонализация матрицы M расщепляет систему (1.80) на независимые

уравнения, определяющие собственные значения и вектора векторного поля Î.

Рассмотрим теперь некоторые следствия из соотношения (1.80). Используя

один единственный интеграл, можно построить другие интегралы с тем же зна-

чением конформного спина последовательным применением векторного поля, по-

рожденного сферическим гамильтонианом:

Is
Î−→ I(1)s

Î−→ I(2)s
Î−→ . . .

Î−→ I(k)s
Î−→ . . . , I(k)s := ÎkIs. (1.82)

В общем случае члены этой последовательности не находятся в инволюции друг

с другом. Точное количество функционально независимых интегралов зависит от

Is, а также от конкретной реализации конформной механики. Самое большее, пер-

вые 2s+1 интеграла являются независимыми, а остальные выражаются через них
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линейно с I-зависимыми коэффициентами. В самом деле, рассмотрим вектор

w = (I(1)s , I(2)s , . . . I(2s+1)
s ),

образованный первыми 2s+1 элементами построенной цепочки. Гамильтоново дей-

ствие Î на этот вектор эквивалентно действию квадратной матрицы с I-зависимыми

элементами. Старшие же степени любой матрицы размерности n×n, действующие

на один и тот же вектор, выражаются через действия первых k степеней.

1.5.2 Константы движения сферической механики

В этом разделе константы движения сферической механики строятся исходя из

констант исходной конформной механики, используя представления группы SO(3).

Любой интеграл Is исходного гамильтониана задается его коэффициентами в

разложении (1.78). Соответствующее условие сохранения (1.75) (1.80), или (1.81)

расщепляется на независимые уравнения после диагонализации матрицы M :

M̂ = 4
√
−I Û Ŝz Û

−1, Û = (−I) 1

2
Ŝze−

iπ
2
Ŝy , Ŝy =

1
2i
(Ŝ+ − Ŝ−). (1.83)

Таким образом, с точностью до множителя, зависящего от I, векторное поле M̂

эквивалентно действию оператора компоненты z спина.

Оператор exp(− iπ
2
Ŝy) отображает Ŝz на Ŝx. Последний затем преобразуется

к M̂ с помощью (−I)Ŝz/2, который рассматривается как формальный степенной

ряд. Вместе с коэффициентом i
√
I он содержит квадратные корни от I. Когда

потенциал положителен, как это имеет место в модели Калоджеро, сферическая

часть строго положительна, и оператор (1.83) является сложным, но однозначным.

В любом случае, в окончательном выражении констант движения все квадратные

корни исчезают.

Определим повернутый базис алгебры (1.77), который формируется из соб-
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ственных состояний оператора M̂ . Используя (1.83), получаем:

R̃s,m = (ÛR)s,m =
∑

m′

Um′mRs,m′ , Um′m = dsm′m(π/2)(−I)
m′

2 ,

M̂R̃s,m = mR̃s,m,

(1.84)

где dsm′m(β) – малая d-матрица Вигнера, которая описывает вращение вокруг оси

y в обычном спин-s представлении (1.79). Явные выражения приведены в при-

ложении, см. (1.132), (1.133), (1.135). Там же приводятся некоторые формулы и

соотношения между элементами d-матрицы, которые используются нами ниже.

Заметим, что функции R̃s,m теперь зависят от угловых переменных только посред-

ством I. Интеграл (1.78) исходного гамильтониана выражается через повернутые

функции:

Is(pr, r, u) =

s∑

m=−s

f̃s,m(u)R̃s,m(pr, r, I(u)). (1.85)

Новые коэффициенты выражаются через старые с помощью обратного преобра-

зования [сравните (1.78) с (1.85) и (1.84)]:

f̃s,m =
∑

m′

U−1
mm′fs,m′ =

∑

m′

(−I)−m′

2 dsm′m(π/2)fs,m′. (1.86)

Во втором уравнении мы применили условия ортогональности d-матрицы [первое

уравнение в (1.134)]. Подставляя разложение (1.85) в (1.75) и используя уравнение

собственного значения и собственного вектора (1.85), мы придем к аналогичному

уравнению для векторного поля Î и угловых коэффициентов:

Îf̃s,m(u) = 4m
√
−I(u)f̃s,m(u). (1.87)

Это задает формальное решение системы (1.80). Для систем с положительной

сферической частью собственное значение является хорошо определенной чисто

мнимой функцией, а коэффициенты, задаваемое сферическим гамильтонианом,

совершают со временем гармоническое колебание с частотой, пропорциональной

m:

f̃s,m(t) = eiwm(t−t0)f̃s,m(t0) где ωm = 4m
√
I. (1.88)
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Различные комбинации этих величин приводят к интегралам движения сфериче-

ской механики. В частности, для целого спина s, коэффициент нулевой частоты

f̃s,0(u) является целочисленным. Используя явное выражение для d-матрицы Виг-

нера в этом случае (1.136), его можно выразить через исходные коэффициенты:

Js(u) = I(u)
s
2 f̃s,0(u) =

s∑

m=−s

(s+m−1)!!(s−m−1)!!√
(2s)!

δs−m,2ZI(u)
s−m

2 fs,m(u)

=

s∑

ℓ=0

(2ℓ−1)!!(2s−2ℓ−1)!!√
(2s)!

I(u)ℓfs,2ℓ−s(u).

(1.89)

Здесь Z обозначает множество целых чисел, так что δk,2Z = 1 для четных значений

k и зануляется для нечетных. Дополнительный I-зависимый множитель перед

угловым коэффициентом избавляет нас от дробных степеней по I, оставляя только

целые степени в окончательном выражении.

Для целочисленных значений s этот же интеграл можно получить и из диф-

ференциального уравнения (1.81). Действительно, благодаря (1.83) или (1.87), со-

ответствующий дифференциальный оператор (1.81) принимает следующий вид:

Det(Î −M) =
s∏

m=−s

(Î − 4m
√
−I) =:





Î∆̂s for s ∈ Z,

∆̂s for s ∈ Z+1
2
,

∆̂s =
∏

0<m≤s

(Î2 + 16m2I).

(1.90)

Поэтому при целочисленном значении спина выражение (1.81) сводится к

Î∆̂sfs,m ≡
s∏

m=1

(M2 + 16m2I)fs,m = 0, (1.91)

откуда следует, что ∆̂sfs,m является интегралом движения для I. Оператор ∆̂s

зануляет все собственные функции f̃s,m, кроме одной:

∆̂sf̃s,m = δm0(s!)
2(16I)sf̃s,m. (1.92)

Поэтому, этот интеграл должен быть пропорционален (1.89). В этом легко убе-

диться, если применить ∆̂s к обоим частям уравнения, обратного к (1.86), и ис-
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пользовать (1.84), (1.89), (1.136):

∆̂sfs,m = Um0∆̂sf̃s,0 = δs−m,2Z cs,m I
s+m

2 Js,

cs,m = (−8i)ss!
(

s
s+m
2

)√
(s−m)!(s+m)! .

(1.93)

Как построить интеграл для сферической системы I исходя из интеграла для

H с полуцелым конформным спином? Соответствующее представление не имеет

m = 0 состояния, но такое состояние имеется в интеграле I2s = I2s , который имеет

целочисленное значение спина, равное 2s. В общем случае, интегралы I строятся

также с помощью билинейных комбинаций fs,m(u) с противоположными значени-

ями проекции спина. На самом деле, любое состояние

Jm
s = (−I)sf̃s,mf̃s,−m

=
∑

m′,m′′

i4s+m′′−m′

dsm′′m(π/2)d
s
m′m(π/2) Is−

m′
+m′′

2 fs,m′fs,m′′

=
∑

m′,m′′

δm′′−m′,2Z (−1)2s+
m′′

−m′

2 dsm′′m(π/2)d
s
m′m(π/2) Is−

m′
+m′′

2 fs,m′fs,m′′

(1.94)

является интегралом I. В первом уравнении мы использовали свойства симметрии

(1.137) для d-матрицы. Кронекеровское дельта появляется после симметризации

по двум индексам суммирования в первой двойной сумме с помощью

1
2
(im

′′−m′

+ im
′−m′′

) = im
′′−m′ 1

2
(1 + (−1)m′−m′′

) = im
′′−m′

δm′′−m′,2Z. (1.95)

Следовательно, постоянная движения Jm
s сферической системы является веще-

ственным многочленом порядка 2s от I.

Существует простая интерпретация построенных интегралов через теорию пред-

ставлений. Возьмем некоторый набор угловых функций, удовлетворяющих (1.75)

или (1.80). Это означает, что соответствующая величина Is (1.78) является инте-

гралом H . Затем, используя свойства тензорных произведений SO(3) представле-

ний, можно построить другие наборы угловых функций:

fS,m(u) =
∑

m1+m2=m

CS,m
s,m1,s,m2

fs,m1
(u)fs,m2

(u), S = 2s, 2s− 2, . . . , (1.96)
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которые удовлетворяют аналогичному уравнению. Мультиплеты с нечетными S−2s

отсутствуют в симметричном тензорном произведении ввиду перестановочной сим-

метрии коэффициентов Клебша-Гордана (1.140). Из угловых функций (1.96) мож-

но составить новые интегралы исходного гамильтониана:

I ′S =
∑

m

fS,mRS,m, S = 2s, 2s− 2, . . . . (1.97)

Каждый из них соответствует симметричному мультиплету в тензорном произве-

дении двух спин-s мультиплетов. Заметим, что первый интеграл из этого набора

просто совпадает с квадратом исходного интеграла, I ′2s = I2s , как это можно прове-

рить с помощью (1.139). Поскольку S является целым числом, соответствующий

мультиплет содержит состояние с m = 0, которое является интегралом движения

сферической механики:

FS
s (u) =

∑

m

CS,0
s,m,s,−mJ s

m(u). (1.98)

Нежелательные дробные степени от I сокращаются. Эти два набора интегралов,

конечно же, эквивалентны.

Аналогичная процедура смешивания может быть применена к двум различным

интегралам Is1 и Is2 с целым значением s1−s2. Полученные интегралы определя-

ются целым набором 2smin+1 с разными моментами, удовлетворяющими правилу

сумм.

Эта конструкция напрямую обобщается и на полилинейные формы из угловых

функций. Выражение (1.94) обобщается следующим образом:

Jm1...mk
s1...sk

(u) = I(u) 1

2

∑
ℓ sℓ

k∏

ℓ=1

f̃sℓ,mℓ
(u),

k∑

ℓ=1

mℓ = 0, (1.99)

где последнее соотношение означает, что суммарный спин
∑
sℓ должен быть це-

лым. Эти наблюдаемые могут быть объединены в единый мультиплет со спином

S посредством (k − 1)-кратного применения разложения Клебша-Гордана. Окон-

чательный набор наблюдаемых f̃S,m образует интеграл исходной конформной ме-

ханики, а m = 0 элемент соответствует интегралу сферической механики.
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До сих пор мы рассматривали только произведения сферических функций. В

целом же, можно также использовать их отношения, где числитель и знаменатель

имеют одинаковое значение проекции спина, как, например, в f̃s1,m/f̃s2,m. Конечно,

это влечет за собой появление особенностей, которые могут создать проблемы при

квантования.

Следует отметить, что различные угловые интегралы движения, построенные

здесь, не являются независимыми, некоторые из них могут также зануляться. Кро-

ме того, совместимость (инволютивность) интегралов движения для H вовсе не

означает еще совместимости соответствующих интегралов для I, как это видно из

(1.94).

Приведем теперь простейшие примеры, иллюстрирующие описанный выше ме-

тод построения интегралов сферической механики.

Прежде всего заметим, что существуют две билинейные сохраняющиеся вели-

чины (1.94) и (1.98), которые имеют довольно простые угловые коэффициенты.

Первым из них является канонический синглет, который сохраняется при поворо-

тах:

F0
s (u) ∼

∑

m

(−1)s−mf̃s,mf̃s,−m =
∑

m

(−1)s−mfs,mfs,−m. (1.100)

Вторая задается простой суперпозицией состояний (1.94), которая упрощается в

силу ортогональности d-матриц:

∑

m

Jm
s ∼

∑

m

Is−mf 2
s,m. (1.101)

Для интеграла Is с конформным спином s=1
2
, общая формула (1.94) сводится к (с

точностью до нормировочного множителя),

J
1

2
1

2

∼ If 2
1

2
,− 1

2

+ f 2
1

2
, 1
2

. (1.102)

Рассмотрим теперь интеграл Is. Соответствующий линейный интеграл от I

имеет вид (см. (1.89))

J1 ∼ If1,1 + f1,−1. (1.103)
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Кроме того, есть два квадратичных интеграла (1.94), один из которых (Jm=0
s=1 )

представляет собой квадрат вышеприведенного интеграла, а другой может быть

идентифицирован либо с (1.100), либо с (1.101). Гамильтониан может рассматри-

ваться как частный случай: для I1 = H , коэффициент f10 исчезает в то время как

другие становятся постоянными, так что единственный сферический инвариант,

извлекаемый из конформной механики, соответствует сферическому гамильтони-

ану.

Первый нетривиальный случай соответствует следующему значению конформ-

ного спина s = 3
2
, когда отсутствует линейный, но есть два независимых квадра-

тичных интеграла. Самый простой выбор для них – это две функции (1.100) и

(1.101).

1.5.3 Четырехчастичная модель Калоджеро

В этом разделе к четырехчастичной модели Калоджеро с редуцированным цен-

тром масс применяется общий метод построения полного набора интегралов дви-

жения для сферической механики, разработанный в предыдущем разделе. В на-

шем случае она описывает частицы на двумерной сфере, взаимодействующие по

правилу осциллятора Хиггса с центрами сил, расположенных в вершинах кубоок-

таэдра (см. рис. 1.2). Эта система описывалась в начале данной главы.

В предыдущем разделе были приведены интегралы Лиувилля Ik для систе-

мы Калоджеро (1.1), которые являются многочленами k-го порядка от импульсов

(1.21), (1.22). Их конформный спин равен s = k/2. Во избежание новых обозначе-

ний, просто переобозначим индекс в (1.21):

Ik → Ik/2 = Is

Следовательно, I 1

2

=
∑

i pi, I1 = H , а наблюдаемые

I(1)s = ÎIs при s 6= 1 (1.104)
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совпадают с с дополнительными N − 1 интегралами Войцеховского [88]. Как бы-

ло отмечено выше, вместе с интегралами Лиувилля они образуют полный набор

функционально независимых интегралов движения, что ознаает, что система яв-

ляется максимально суперинтегрируемой [208].

Вспомним вид гамильтониана с исключенным центром масс в сферических

координатах (1.17). В соответствии с (1.21) and (1.22), базовый гамильтониан Ка-

лоджеро (1.16) имеет два Лиувиллевских интеграла движения конформной раз-

мерности s = 3, 4, которые задаются выражениями

I 3

2

= Tr(L3) =
4∑

i=1

p3i + . . . = 3p̃1p̃2p̃3 + . . .

= 3
2
p3r cos θ sin

2 θ sin 2ϕ+ . . . ,

(1.105)

I2 = Tr(L4) =
4∑

i=1

p4i + . . . = 1
4
(p̃41 + p̃42 + p̃43) +

3
2
(p̃21p̃

2
1 + p̃21p̃

2
3 + p̃22p̃

2
3) + . . .

= 1
4
p4r
(
sin2 2θ + sin4 θ sin2 2ϕ+ 1

)
+ . . . .

(1.106)

Здесь выписаны только члены высшего порядка по радиальному импульсу. Срав-

нением (1.105) и (1.106) с (1.78), определяются коэффициенты одночленов p2sr ,

которые равны сферическим функциям fs,−s:

f 3

2

(θ, ϕ) = 3
2
cos θ sin2 θ sin 2ϕ, f2(θ, ϕ) =

1
4

(
sin22θ + sin4θ sin22ϕ

)
. (1.107)

Мы использовали для удобства короткое обозначение

fs(θ, ϕ) := fs,−s(θ, ϕ). (1.108)

Интегралы Лиувилля (1.105) и (1.106) дополняются двумя дополнительными ин-

тегралами I
(1)
3

2

и I
(1)
2 (1.104), чьи ведущие коэффициенты (см. (1.104)) равны

g 3

2

= Î f 3

2

, g2 = Î f2. (1.109)

Заметим, что fs зависит только от углов, а gs линейны по импульсам. Вместе с

гамильтонианом (1.16) получаем полный набор {H, I 3

2

, I
(1)
3

2

, I2, I
(1)
2 } пяти независи-

мых интегралов.
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Для того, чтобы получить скобки Пуассона, вычислим сначала коммутаторы

между соответствующими коэффициентами:

{f 3

2

, g 3

2

} = 18 (f 2
3

2

− f2), {f2, g2} = 8 (4f 2
2 − 1

3
f 2

3

2

− f2), {f 3

2

, f2} = 0,

{f 3

2

, g2} = {f2, g 3

2

} = 8f 3

2

(3f2 − 1), {g 3

2

, g2} = 4 (2g 3

2

f2 − 3f 3

2

g2).

Отображение Is → fs является гомоморфизмом алгебры Пуассона [88]. Отсюда

немедленно получаем аналогичные соотношения для констант движения, вставив

степени 2H для того, чтобы сбалансировать конформные спины по обе стороны

уравнения (коэффициент для гамильтониана (1.16) является постоянной: f1 =
1
2
).

Таким образом, нетривиальные скобки Пуассона равны

{I 3

2

, I
(1)
3

2

} = 18 (I23
2

− 2I2H), {I2, I(1)2 } = 8 (4I22 − 2
3
I23

2

H − 4I2H
2),

{I 3

2

, I
(1)
2 } = {I2, I(1)3

2

} = 8I 3

2

(3I2 − 4H2), {I(1)3

2

, I
(1)
2 } = 4 (2I

(1)
3

2

I2 − 3I 3

2

I
(1)
2 ).

Мы получили конкретную реализацию части квадратичной алгебры [115] (см. [34]

для рациональной модели Калоджеро, основанной на произвольной корневой си-

стеме).

Выведем теперь полный набор функционально независимых интегралов дви-

жения сферической механики четырехчастичной модели Калоджеро. Второе вы-

ражение в (1.90) немедленно выдает сферический инвариант, связанный с (1.106):

J2 = − 1√
6

(
1

256
Î4 + 5

16
IÎ2 + 4I2

)
f2. (1.110)

Его явный вид, который вычисляется с помощью (1.17) и (1.107), довольно сложен:

J2 =
1√
6

[
1
16
(3 cos 4ϕ− 11) p4θ − 3

4
cot θ sin 4ϕ p3θpϕ

−
(11+9 cos 4ϕ

8 sin2 θ
+9

4
sin2 2ϕ

)
p2θp

2
ϕ + 3

4
cot3 θ sin 4ϕ pθp

3
ϕ

+
3 cos4 θ cos 4ϕ+ 21 sin4 θ − 18 sin2 θ − 11

16 sin4 θ
p4ϕ

]

+ g2K1(θ, ϕ) p
2
θ + g2K2(θ, ϕ) pθpϕ + g2K3(θ, ϕ) p

2
ϕ + g4K4(θ, ϕ),

(1.111)

где вид функций K1(θ, ϕ), K2(θ, ϕ), K3(θ, ϕ), K4(θ, ϕ) приведен в в нашей работе

[80].
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Используя систему уравнений (1.80), можно выразить старшие коэффициенты

f 3

2
,m через младшие:

f 3

2
,− 1

2

= 1
2
√
3
Îf 3

2

, f 3

2
, 1
2

=
(

1
8
√
3
Î2 +

√
3
2
I
)
f 3

2

, f 3

2
, 3
2

=
(

1
48
Î2 + 7

12
I
)
Îf 3

2

. (1.112)

Затем из (1.17) и (1.107) выводятся сферические интегралы движения (1.94), свя-

занные с (1.105), а именно J
3

2
3

2

и J
1

2
3

2

. Их явное выражение имеет следующий вид:

J
1

2
3

2

=− 3
32
sin2 2ϕ p6θ − 3

16
cot θ sin 4ϕ p5θpϕ

− 3
128 sin2 θ

(
6 cos2 θ + (13− 3 cos 2θ) cos 4ϕ

)
p4θp

2
ϕ + 3

2
cot θ sin 4ϕ p3θp

3
ϕ

− 3
128 sin4 θ

(
22 sin4 θ − (43− 53 cos 2θ) cos 4ϕ cos2 θ + 6 cos 2θ

)
p2θp

4
ϕ

− 3
32 sin5 θ

(7− 9 cos 2θ) cos3 θ sin 4ϕ pθp
5
ϕ

− 3 cos2 θ
128 sin6 θ

(
(5 + 11 cos 4ϕ) sin2 θ + (2− 9 cos 2θ sin2 θ)(1− cos 4ϕ)

)
p6ϕ

+ члены более низкого порядка по pθ и pϕ,

(1.113)

J
3

2
3

2

=− 9
32
sin2 2ϕ p6θ − 9

16
cot θ sin 4ϕ p5θpϕ − 9

64

(
5 cos 4ϕ+3

sin2 θ
+ 10 sin2 2ϕ

)
p4θp

2
ϕ

− 9
64 sin4 θ

(
5 cos4 θ cos 4ϕ+ 10 sin2 θ − 5 sin4 θ + 3

)
p2θp

4
ϕ

+ 9
16
cot5 θ sin 4ϕ pθp

5
ϕ + 9 cos2 θ

64 sin6 θ

(
cos4 θ cos 4ϕ− 6 sin2 θ − sin4 θ − 1

)
p6ϕ

+ члены более низкого порядка по pθ и pϕ.

(1.114)

Очевидно, что I, J2, J
1

2
3

2

и J
3

2
3

2

функционально зависимы, так как наш сфе-

рическая механика задана на четырехмерном фазовом пространстве. Используя

компьютерную программу Mathematica, можно проверить следующие алгебраи-

ческие соотношения:

J
3

2
3

2

= 1
3
J

1

2
3

2

+ 2
√

2
3
J2I + 1

3
I3 + 4g2I2. (1.115)

Эта единственная связь между четырьмя константами движения, поскольку (1.113)

и (1.114) не находятся в инволюции с (1.111). Даже их свободные части не ком-

мутируют, что легко проверяется. Таким образом, мы нашли три функционально
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независимых сферических инварианта. Это подтверждает суперинтегрируемость

данной системы.

1.6 Приложения

1.6.1 Генераторы групп U(N) и SU(N)

Здесь мы приведем ортогональный базис для эрмитовых матриц, который уважает

разложение u(N) = u(1)⊕ su(N). Возьмем

T0 =
1√
N
1 (1.116)

в качестве U(1) генератора. Пусть следующие N − 1 генераторы образуют SU(N)

подалгебру Картана. Выберем их в виде

Tk =
1√

k(k + 1)

(
k∑

i=1

Eii − kEkk

)
, 1 ≤ k ≤ N − 1. (1.117)

Здесь Eij – матрицы с нулевыми элементами, за исключением элемента в i-й строке

и j-ом столбце, который равен единице. Оставшиеся Ta задаются недиагональными

матрицами

1√
2
(Ejk + Ekj),

i√
2
(Ejk − Ekj), j > k. (1.118)

Этот базис ортонормирован (1.29) и, в силу (1.116), удовлетворяет

trTa = δa0. (1.119)

Так как базис Eij также ортонормирован, преобразование (1.116), (1.117) диаго-

нальных матриц, коеффициенты которой обозначим через Rlk, является ортого-

нальным:

Tk =
N∑

l=1

RlkEll,
N∑

l=1

RklRk′l = δkk′. (1.120)

Заметим, что первый индекс в матрице Rlk меняется в области [1, N ], а второй –

в области [0, N − 1]. Такие обозначения удобны тем, что выделяют координаты

цента масс.
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После применения редукции по SU(N), диагональные элементы приведенных

матриц (1.26) и (1.27) определяют координаты и импульсы модели Калоджеро

(1.1). Используя определения (1.116) and (1.117), получим их связь с новыми коор-

динатами Qi = (QTi) и Pi = (PTi), которая задается транспонированной к (1.120)

матрицей

ql =

N−1∑

k=0

RlkQk, Qk =

N∑

l=1

Rlkql. (1.121)

Используя (1.116) и (1.117), запишем явный вид прямого преобразования коорди-

нат [104]:

Qk = 1√
k(k+1)

(q1 + · · ·+ qk − kqk+1),

Pk = 1√
k(k+1)

(p1 + · · ·+ pk − kpk+1), 1 ≤ k ≤ N − 1,

Q0 =
1√
N
(q1 + · · ·+ qN ), P0 =

1√
N
(p1 + · · ·+ pN).

(1.122)

Это обычные координаты Якоби, которые используются в теории рассеяния для

исключения центра масс [169]. Здесь они соответствуют U(1) редукции [166]. Центр

масс исключается путем наложения условий

Q0 = P0 = 0. (1.123)

Таким образом, кинетический член исходной модели Калоджеро остается неиз-

менным. Потенциал же изначально независим от цента масс, поскольку парное

взаимодействие зависит от разности координат. Введем в рассмотрение две систе-

мы векторов αij и βij, которые переходят друг в друга вращением (1.121):

αij,k = δik − δjk, βij,k =

N∑

l=1

Rlkαij,l = Rik −Rjk, 1 ≤ i, j, k + 1 ≤ N (1.124)

Заметим, что αij задают корни алгебры su(N), которые соответствуют корневым

векторам Eij при i 6= j. При i < j (1.124) соответствуют положительным корням,

а при i > j – отрицательным. Базисом в этий системе служат положительные

простые корни αi, 1 ≤ i ≤ N − 1, определяемые

αi = αi i+1, αij = αi −αj , αi ·αj = 2δij − δi j±1. (1.125)
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которые определяют подалгебру Картана su(N). Согласно (1.125), простые корни

взаимно ортогональны, кроме соседних, которые образуют угол π/3. Кроме того,

все корни su(N) имеют равную норму:

|αij |2 = |βij |2 = 2. (1.126)

Парное взаимодействие в старых координатах q выражается через αij , а в

новых Q – через βij:

qi − qj = αij · q = βij ·Q (1.127)

Окончательные же выражения гамильтониана в новых обозначениях до и после

исключения центра масс принимают, соответственно, следующий вид:

H =
1

2

N−1∑

i=1

p2i +
∑

1≤i<j≤N−1

g2

(αij · q)2
(1.128)

Hred =
1

2

N−1∑

i=1

P 2
i +

∑

1≤i<j≤N−1

g2

(βij ·Q)2
. (1.129)

В конце приведем также соотношению полноты для всего базиса (1.116), (1.117),

(1.118) [алгебра Ли u(N)]
N2−1∑

a=0

T a
ijT

a
kl = δilδjk. (1.130)

и для его бесследовой части (1.117), (1.118) [алгебра Ли su(N)]

N2−1∑

a=1

T a
ijT

a
kl = δilδjk −

1

N
δijδkl. (1.131)

1.6.2 Малые d матрицы Вигнера.

Спин-j представление группы вращений, параметризованное (тремя) углами Эй-

лера, задается D-матрицей Вигнера [207, 199]. Здесь мы рассмотрим только так

называемую малую d-матрицу Вигнера, которая описывает вращение вокруг оси

y:

dsm′m(β) = 〈sm′| exp(−iβSy)|sm〉, (1.132)
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где m,m′ = −s, . . . , s – квантовые числа проекции спина на ось z. Все ее элементы

действительны [207]:

dsm′m(β) =
∑

t

(−1)t+m′−m

√
(s+m′)!(s−m′)!(s+m)!(s−m)!

(j+m−t)!(m′−m+t)!(j−m′−t)!

×
(
cos β

2

)2s+m−m′−2t (
sin β

2

)m′−m+2t
,

(1.133)

где сумма берется по тем значениям t, для которых аргументы факториалов в

знаменателе неотрицательны. Они удовлетворяют соотношению:

dsm′m(β) = dsmm′(−β) = (−1)m−m′

dsmm′(β) = ds−m−m′(β). (1.134)

При β = π/2 приведенное выше выражение упрощается до

dsm′m(π/2) = 2−s
∑

t

(−1)t+m′−m

√
(s+m′)!(s−m′)!(s+m)!(s−m)!

(s+m−t)!(m′−m+t)!(s−m′−t)! . (1.135)

Дальнейшие упрощения возникают, когда одно проекция спина зануляется, что

возможно при целом спине:

dsm0(π/2) = (−1) s+m
2 δs−m,2Z

√
(s+m−1)!!(s−m−1)!!

(s+m)!!(s−m)!!

ds0m(π/2) = (−1) s−m
2 δs−m,2Z

√
(s+m−1)!!(s−m−1)!!

(s+m)!!(s−m)!!

ds00(π/2) = (−1) s
2 δs,2Z

(s−1)!!
s!!

(1.136)

Множитель δs−m,2Z исключает нечетные значения s−m, при которых матричные

элементы равны нулю. При β = π/2, соотношения дополняются выражением:

dsm′m(π/2) = (−1)s+m′

dsm′−m(π/2) = (−1)s−mds−m′m(π/2), (1.137)

которое получается из dsm′m(π) = (−1)s−mδm′,−m.

1.6.3 Коэффициенты Клебша-Гордана

Клебша-Гордана являются коэффициенты разложения состояния полного спина

двух частиц |SM〉 по состояниям |s1m1s2m2〉, образоваными собственными состо-

яниями отдельных спинов:

CS,M
s1,m1,s2,m2

= 〈s1m1s2m2|SM〉. (1.138)
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Общее выражение сложно, но в особых случаях оно часто выглядит достаточно

просто, как для наибольшего значения полного спина:

Cs1+s2,m1+m2

s1,m1,s2,m2
=

√√√√
(

2s1
s1−m1

)(
2s2

s2−m2

)
(

2s1+2s2
s1+s2−m1−m2

) . (1.139)

Коэффициенты Клебша-Гордана при перестановке частиц имеют четную или нечет-

ную симметрии в зависимости от значения полного спина:

Cs,m
s1,m1,s2,m2

= (−1)s1+s2−sCs,m
s2,m2,s1,m1

. (1.140)

Соответсвущий мультиплет в разложении называется четным или нечетным.
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Глава 2

Фазовая диаграмма

фрустрированной спиновой

лестницы

2.1 Фрустрированная спиновая лестница

В настоящее время фрустрированные спиновые системы являются предметом ин-

тенсивных исследований [45, 122, 145, 178]. Интерес к ним возник в результате

прогресса в синтезировании соответствующих магнитных материалов [116, 143]. В

этих моделях, благодаря конкурирующим взаимодействиям между соседними спи-

нами, основное состояние классической антиферромагнитной системы невозможно

построить, минимизируя по-отдельности локальные взаимодействия. Поэтому, оно

имеет гораздо более сложный вид, чем простейшее антиферромагниотное состоя-

ние Ниля. и, как правило, имеет большую степень вырождения. Фрустрирование

может иметь геометрический характер. В этом случае оно возникает в результате

конкуренции между различными антиферромагнитными взаимодействиями. Оно

может быть обусловлено также наличием как ферро- так и антиферромагнитных
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взаимодействий, которые также конкурируют между собой.

Значительная активность наблюдается и в области изучения квази-одномерных

спиновых систем. В течение последних лет также было получено много соединений

такого типа, имеющих структуру, аналогичную структуре двумерных высокотем-

пературных сверхпроводников [39]. Они проще для изучения, чем их более слож-

ные двумерные аналоги. Кроме того, мощные теоретические и численные методы,

разработанные для одномерных моделей, могут применяться и для их изучения.

Спиновые лестницы с N ступенями образованы из N цепочек со спином 1/2,

расположенных на плоскости параллельно другим за другом, причем соответству-

ющие спины соседних цепочек соединены поперечными взаимодействиями. В ре-

зультате получается полоса, вырезанная из квадратной спиновой решетки. В на-

стоящее время синтезированы множество таких систем. Среди них выделяется

семейство Srn−1Cun+1O2n, состоящее из слабо-связанных спиновых лестниц, ко-

торые получаются из слоев исходного соединения SrCuO2. После того, как было

высказано предположение, что механизмы, аналогичные существующим в сло-

ях CuO2 высокотемпературных сверхпроводников, здесь также могут привести к

сверхпроводимости [40], развернулись интенсивные теоретические и эксперимен-

тальные исследования этих систем. Было установлено, что легированное соеди-

нение спин-лестничной системы Sr14−xCaxCu24O41 является сверхпроводящим до

10 K под высоким давлением. Преимущество лестничных систем состоит в том,

что для их изучения доступны методы, которые являются специфическими для

одномерных систем, тогда как для двумерных высокотемпературных сверхпровод-

ников такие методы недоступны. Считается, что механизмы, приводящие к сверх-

проводимости, аналогичны в обеих системах, так что спиновые лестницы должны

способствовать пониманию физики более сложных двумерных сверхпроводящих

систем.

Первым шагом в теоретическом понимании этих систем является изучение
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нелегированной лестницы со спиновыми взаимодействиями типа Гайзенберга. Точ-

ное решение цепочки Гайзенберга со спином 1/2 было дано много лет назад [23].

Квантовые флуктуации нарушают дальний антиферромагнитный порядок. Спектр

возбуждений становится безмассовым (т. е. отсутствует щель между основным со-

стоянием и элементарными возбуждениями), а парные спиновые корреляции убы-

вают по степенному закону в зависимости от расстояния. Тем не менее, переход

от лестницы к квадратной решетке при увеличении количества связанных цепей

не является гладким. В то время как низко-энергетические свойства лестницы с

нечетным числом цепочек аналогичны свойствам отдельной цепочки (непрерыв-

ные возбуждения и степенной спад спиновых корреляций), лестницы с четным

числом цепей характеризуются конечной энергетической щелью и экспоненциаль-

ным затуханием корреляций. Эти замечательные свойства квантовых спиновых

лестниц аналогичны свойствам цепочек Гайзенберга, соответственно, с нечетны-

ми и четными значениями спина, которые установил Холдейн [93, 90].

Таким образом, возникает естественный вопрос: как лестничные фазы связа-

ны с фазами спиновой цепочки? Для двуногой лестницы на этот вопрос частично

(c)

J||

J
⊥

JX1

JX2

1 3 5 7

2 4 6 8

(b)

1 3 5 7

2 4 6 8

(a)

1 3 5 7

2 4 6 8

Рис. 2.1: Модели фрустрированных лестниц: (a) Зигзагообразная цепочка. (b) Фрустри-

рованная лестница с равными диагональными взаимодействиями. (c) Фрустрированная

лестница с произвольными диагональными взаимодействиями.
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ответил Уайт [205]. Он рассмотрел двуногую лестницу с дополнительным взаимо-

действием вдоль одной из диагоналей каждой грани [Pис. 2.1a] и показал, изме-

няя это взаимодействие, что существует непрерывный путь от фазы Холдейна к

фазе лестницы, которая не содержит критических точек. Вонг рассмотрел лест-

ницу с дополнительными равными взаимодействиями по обеим диагоналям [200],

как показано на Pис. 2.1b. Используя ренормгрупповой метод матрицы плотности

(DMRG) [203, 204], он доказал существование перехода первого рода и предложил

возникновения фазового перехода из фазы Холдейна в синглетную щелевую фазу.

Поэтому представляет интерес изучение наиболее общей модели фрустрированной

спиновой лестницы [Pис. 2.1c] с различными значениями диагональных взаимодей-

ствий, которая содержит предыдущие исследования как частные случаи. Таким

образом, мы рассматриваем следующий гамильтониан:

H = 2
L∑

i=1

[J‖(Si · Si+2 + S2i−1 · S2i+1) + J⊥ S2i−1 · S2i+

JX1
S2i · S2i+1 + JX2

S2i−1 · S2i+2]

(2.1)

(L – длина лестницы, a N = 2L – число спинов) с целью построения ее 3-мерной

фазовой диаграммы. Существует очевидная симметрия этого гамильтониана при

перестановке параметров JX1
и JX2

. С учетом этого в дальнейшем используем

более удобные параметры:

S = JX1
+ JX2

, D = JX1
− JX2

. (2.2)

Выберем следующий масштаб для энергии:

|2J‖|+ |J⊥|+ |S|+ |D| = 1 (2.3)

Ввиду симметрии достаточно рассмотреть область D > 0. Выберем в качестве

независимых переменных x = 2J‖, y = S, z = J⊥ и D. Переменные {x, y, z} удовле-

творяют условию |x|+ |y|+ |z| < 1 и, поэтому, содержатся в правильном октаэдре,

представленном на Pис. 2.2.
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Используя ренормгрупповой метод матрицы плотности (DMRG), точную диа-

гонализацию и аналитические расчеты, в данной главе вычисляется поверхность

перехода, которая разделяет различные фазы и выявляются ее важнейшие кри-

тические области. Дается обзор наиболее важных результатов, полученных ранее

для конкретных случаев, включающих модель цепочки Гайзенберга со спинами 1 и

1/2, их фрустрированные аналоги, димеризованную цепочку и обычную спиновую

лестницу. Рассматриваются также области с ферромагнитными взаимодействия-

ми.

Сначала исследуются окрестности отдельных точек восьмигранника, где низ-

коэнергетические состояния соответствуют аналогичным состояниям цепочки со

спином 1 или спином 1/2. Затем выделяется три области фазовой диаграммы: две

топологически различные антиферромагнитные фазы Холдейна и ферромагнит-

ная фаза. Далее подробно описывается метод, который используется для определе-

ния поверхности фазового перехода: алгоритм DMRG с подходящими открытыми

граничными условиями.

В 3-мерной фазовой диаграмме точки X, Y , L описывают антиферромагнит-

ную цепочку Гайзенберга спина 1/2 и соответствуют определенным критическим

точкам, лежащим на бесщелевых поверхностях, которые разделяют две щелевые

фазы Холдейна.

Рассматриваются некоторые выделенные плоскости в октаэдре, соответству-

ющие лестничным моделям, представленным на Рис. 2.1а. Эта модель хорошо

изучена и совпадает с зигзагообразной цепочкой Гайзенберга. Мы дадим краткий

обзор наиболее важных полученных результатов. Наконец, используя точную диа-

гонализацию и метод DMRG, строится общая фазовая диаграмма и поверхность

перехода между тремя указанными фазами.
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Рис. 2.2: Правильный октаэдр, вписанный в сферу радиуса 1, задающий пространство

параметров гамильтониана (2.1). Указаны некоторые специальные точки и их коорди-

наты.
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2.2 Идентификация различных фаз

2.2.1 Две топологически различные фазы Холдейна

Точкa Z ′ фазовой диаграммы с нулевыми взаимодействиями за исключением J⊥ =

−1 точка A′, где остается лишь JX2
= −1/2, соответствуют независимым парам

спинов 1/2, с ферромагнитным взаимодействием соответственно вдоль вертикаль-

ных и диагональных ребер. Основные состояния в этих точках вырождены. Им

соответствуют 3L состояний, образованных L триплетами: S̃i = (S2i +S2i−1) на Z ′

и S̃i = (S2i + S2i−3) на A′. В окрестности обеих точек можно применить теорию

возмущения при наличии вырождения. Расщепленные 3L уровни описываются со-

стояниями одной цепочки Гайзенберга со спином 1 с эффективным гамильтониа-

ном

Heff =
2J‖ + JX1

+ JX2

2

L∑

i=1

S̃i · S̃i+1 (2.4)

в окрестности точки Z ′ и гамильтонианом

Heff =
2J‖ + J⊥

2

L∑

i=1

S̃i · S̃i+1 +
JX1

2

L∑

i=1

S̃i · S̃i+2 (2.5)

в окрестности точки A′. Антиферромагниотное эффективное взаимодействие, т.

е. 2J‖ + JX1
+ JX2

> 0 для (2.4) и 2J‖ > 0 и JX1
= 0 (2.5), соответствуют цепоч-

кам Холдейна. При JX1
= 0 оба гамильтониана формально идентичны. Тем не

менее, они соответствуют различным топологическим фазам: оператор S̃i описы-

вает спин триплетного состояния, построенного из двух спинов 1
2
, расположенных

вдоль ступени в гамильтониане (2.4) и вдоль диагонали в гамильтониане (2.5).

Наиболее важным достижением для понимания цепочки Холдейна стало от-

крытие Аффлеком, Кеннеди, Либом и Тасаки (AKLT) [3, 4] точно решаемого

гамильтониана, который отличается от первоначальной модели дополнительным

биквадратным взаимодействием:

HAKLT =
∑

i

[
S̃i · S̃i+1 +

1

3
(S̃i · S̃i+1)

2

]
(2.6)
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Его точное основное состояние, называемое жесткая валентная связь (valence-bond

solid, VBS), построено из валентных связей [11], не вырождено и не нарушает

симметрии. Оно схематически представлено на Рис. 2.3а. Обозначим через ψαβ

спин-1 состояния, выраженные через симметризованные переменные спина 1
2

:

ψ++ = |++〉, ψ−− = | − −〉, ψ+− = ψ−+ =
|+−〉 + | −+〉√

2
. (2.7)

Соседние спины 1
2

свернуты друг с другом антисимметричным тензором ǫαβ , обра-

зуя синглетную валентную связь. Каждый спин связан с обоими своими соседями

валентной связью, и VBS состояние можно записать в виде:

|ΨV BS >= 2−N/2ψα1β1
ǫβ1α2ψα2β2

ǫβ2α3 · · ·ψαiβi
ǫβiαi+1 · · ·ψαLβL

ǫβLα1 (2.8)

Состояние VBS, используемое в качестве приближенного состояния модели Гай-

зенберга со спином 1, обладает энергией, которая всего на несколько процентов

выше энергии основного состояния, как показывают численные расчеты. Поэто-

му, оно прекрасно описывает физику этой модели при нулевой температуре. Оно

имеет скрытый дальний топологический порядок [44]. Легко видеть, что каждый

член суммы в (2.8) соответствует последовательности значений Sz
i , упорядочен-

ных как показано на Рис. 2.3b. Если отбросить спины с Sz
i = 0, то остальные спи-

ны с Sz
i = ±1 упорядочены по Нилю, т. е. строго антиферромагнитным образом:

|1,−1, 1,−1, 1,−1, · · · 〉. Этот топологический порядок характеризуется нелокаль-

ным струнным параметром порядка:

Oz(|m− l|) =
〈
S̃z
l exp

(
iπ

k=m−1∑

k=l+1

S̃z
k

)
S̃z
m

〉
. (2.9)

Нормированный струнный параметр порядка

Õz(d) =
−Oz(d)

〈(S̃z)2〉2
(2.10)

был введен позже Уайтом [203, 204]. Его значение при d → ∞ равно 1 для состо-

яния (2.8) и 0,84 для модели Холдейна.

82



(b)

( 0) (-1) (+1) ( 0) ( 0) (-1) ( 0) (+1)

(a)

(-+) (--) (++) (-+) (-+) (--) (+-) (++)

Рис. 2.3: Схематическое изображение типичного компонента VBS состояния.

(a) Штрихованные линии обозначают валентные связи между двумя соседними фик-

тивными спинами 1
2 . (b) Последовательность спин-1 значений, соответствующих (а):

ненулевые спины упорядочены по Нилю (-1,1,-1,1,....).

Из предыдущего обсуждения следует, что в нашей спиновой системе естествен-

ным образом возникают два струнных параметра порядка:

• O⊥(d), соответствующая выбору S̃z
i = Sz

2i + Sz
2i−1 в выражении (2.9), т. е.

триплетным парам вдоль ступеней лестницы;

• OX(d), соответствующая выбору S̃z
i = Sz

2i+S
z
2i−3 в (2.9), т. е. триплетам вдоль

одной из диагоналей.

Эти две типологически различные фазы Холдейна, которые обозначим через HD⊥

и HDX, характеризуются струнными параметрами порядка O⊥ и OX соответ-

ственно. Они были введены в недавней работе Кима и др. [112] и представлены на

Рис. 2.4. Используя теоретико-полевые методы, эти авторы нашли свидетельства

линии перехода между двумя фазами Холдейна вблизи точек фазовой диаграм-

мы, соответствующих двум изолированным цепочкам Гайзенберга (см. разделы

IV и V).

При строго положительном JX1
полный гамильтониан (2.5) эквивалентен фруст-
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рированной антиферромагнитной цепочке Гайзенберга спина 1 с взаимодействи-

ями J1 = (2J‖ + J⊥)/4 и J2 = JX1
/4 между ближайшими и следующими за бли-

жайшими соседями соответственно. Эта модель была изучена в работе [114], где

был найден резкий скачок параметра OX при J2/J1 ≈ 0.7444, что указывает на

переход первого рода.

2.2.2 Aнтиферромагнитныe цепочки Гайзенберга спина 1/2

На Рис. 2.2а точки X (2J‖ = 1, все остальные J нулевые) и Y (JX1
= JX2

= 1/2,

все остальные J нулевые) представляют собой две расщепленные антиферромаг-

нитные цепочки Гайзенберга спина 1
2
, а точка L (J⊥ = JX1

= 1/3, все остальные J

нулевые) представляет собой отдельную антиферромагнитную цепочку Гайзенбер-

га спина 1
2
. Она точно решается методом анзаца Бете [23]. Ее спектр бесщелевой,

а парные спиновые корреляции убывают с расстоянием по степенному закону.

В последующих раздел доказывается, что эти точки находятся на критической

поверхности, разделяющей две фазы Холдейна с различным топологическим по-

рядком.

2.2.3 Ферромагнитное состояние

В серой области A′Y ′X ′Z ′ октаэдра (Рис. 2.2a) все константы взаимодействия от-

рицательны. Основное состояние является ферромагнитным. Оно имеет бесщеле-

вые возбуждения, которые описываются спиновыми волнами.
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(a)

(b)

Рис. 2.4: Две топологически различные фазы Холдейна HDX (a) и HD⊥ (b). Жирные

линии обозначают триплетные пары, а штрихованные линии – валентные связи.

(a)

(b)

Рис. 2.5: Алгоритм наращивания, используемый нами в DMRG расчетах со свободными

границами: (a) в фазе HDX , где триплетные пары образуются вдоль диагоналей, (b) в

фазе HD⊥, где они образуются вдоль ступеней. В обоих случаях основное состояние

является невырожденным.
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2.3 Алгоритм DMRG с подходящими граничными

условиями

Нашей целью является определение поверхности перехода, разделяющую две то-

пологически различные фазы ХолдейнаHD⊥ иHDX . Мы используем ренормгруп-

повой метод для матрицы плотности (DMRG) с открытыми граничными условия-

ми, который дает гораздо более точные результаты, чем тот же метод с периоди-

ческими граничными условиями [204]. Однако, цепочка Холдейна при открытых

граничных условиях имеет четырежды вырожденное основное состояние. Это вы-

рождение легко понять, из Рис. 2.3a и выражения (2.8) для состояния с жесткими

валентными связями. Из Рис. 2.3 видно, что два спина 1
2

на концах цепочки оста-

ются свободными. Эффективное взаимодействие между ними падает экспоненци-

ально с ростом L, что в пределе бесконечной цепочки приводит к четырехкратному

вырождению основного состояния.

Изучая цепочку спина 1 методом DMRG, Уайт и Хьюс удалили неудобное вы-

рождение, добавив на обоих концах дополнительный спин 1
2
, образующий синглет

с со свободной "половиной"спина 1 в цепочке [206]. Мы применим этот трюк к

фрустрированной лестнице. Для фазы HDX мы используем граничные условия,

представленные в схематической форме на Pис. 2.5a. Для фазы HD⊥ используют-

ся другие граничные условия, представленные на Pис. 2.5b. Из рисунков видно,

что для состояния VBS в обоих фазах отсутствует "свободный"спин на концах

цепочки. Следовательно, основное состояние не вырождено в пределе бесконеч-

ной цепочки. Разработанный нами DMRG алгоритм добавляет одну ступень для

правого и левого блоков, как показано на Pис. 2.5. Отличие заключается в форме

начального блока: в первом случае это прямоугольник, а во втором – трапеция.

Применение одного алгоритма для всех точек фазовой диаграммы (в боль-

шинстве предыдущих исследований поступали именно таким образом [200]), как
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правило, приводит к численным трудностям при пересечении фазовой границей.

Предположим, что мы стартуем от точки из HDX фазы с соответствующим ал-

горитмом [Рис. 2.5а] и следуем к HD⊥ фазе. При переходе к HD⊥ фазе основ-

ное состояние, которое было невырожденным, становится 4-кратно вырожденным.

Поэтому нужно оставлять намного большее число состояний, чтобы получить ра-

зумное приближение для точки фазового перехода. Для определения достаточно

большого числа различных точек перехода в 3-мерной фазовой диаграмме нужен

"дешевый"алгоритм расчета точки перехода с достаточной степенью точности,

использующий минимум машинного времени.

Разработанный нами алгоритм использует тот факт, что при фазовом пере-

ходе возникают особенности в первой или второй производной энергии. Переход

первого порядка характеризуется разрывом первой производной. При переходе же

второго порядка вторая производная обращается в бесконечность в критической

точке. Ниже приводится пошаговый алгоритм вычислений.

• Выбираем путь P0P
′
0 идущий от фазы HDX к фазе HD⊥, параметризован-

ный переменной u. Используя алгоритм, схематически представленный на

Рис. 2.5a, вычисляем энергию в точке P0 и ее первые и вторые производ-

ные. Первую производную энергии по переменным x = 2J‖, y = S и z = J⊥

получаем, вычисляя корреляционные функции

C‖ =
1
2
〈1 + 4Si · Si+2〉, C⊥ = 1

2
〈1 + 4S2i−1 · S2i〉,

CX1 =
1
2
〈1 + 4S2i · S2i+1〉, CX2 =

1
2
〈1 + 4S2i−1 · S2i+2〉.

(2.11)

Вторая производная вычисляется таким же способом, используя бесконечно

малую вариацию по u. В результате, для энергии около точки P0 получается

приближенное выражение в виде полинома второго порядка:

E = E0 + s
∂E0

∂s
+ 1

2
s2
∂2E0

∂s2
(2.12)
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• Используя второй алгоритм, представленный на Рис. 2.5b, получаем тем же

способом полиномиальное приближение для энергии около точки P ′
0.

• Первое приближение PC
0 критической точки определяется пересечением двух

многочленов.

• Выбирается новая отправная точка P1 на полпути между P0 и PC
0 , новая

конечная точка P ′
1 выбирается на полпути между PC

0 и P ′
0, и указанный

цикл повторяется сначала.

Для критической точки после 8 до 10 итераций, как правило, получается точ-

ность от 4 до 5 цифр. Мы оставляем от 30 до 60 состояний в ренормгрупповом

алгоритме и используем цепочки с длиной L ≈ 50. Некоторые тесты точности

приведены ниже в данной главе.

2.4 Зигзагообразная цепочка

Лестничная модель с дополнительным взаимодействием только вдоль одной диа-

гонали, [Рис. 2.1a] может также рассматриваться как цепочка Гайзенберга спина 1
2
,

в котором взаимодействуют также следующие за ближайшими соседи. В соответ-

ствии с выбранными параметрами (2.3) двумерное пространство параметров этой

модели соответствует восьми граням октаэдра XX ′AA′ZZ (Рис. 2.6). Существу-

ет очевидная симметрия, соответствующая замене вертикальных взаимодействий

на диагональные. Линия симметрии XLX ′L′X, соответствующая обоим равным

взаимодействиям, делит область параметров на две эквивалентные части. Благо-

даря нетривиальному масштабу энергии (2.3), это отображение не соответствует

простому отражению.

Грань AXZ, в котором все взаимодействия антиферромагнитны, изучалась в

течение долгого времени. На линии симметрии XL точка G, соответствующая
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J⊥ = JX1
= 2J‖, была рассмотрена Маджумдаром и Гошем много лет назад [135].

Основное состояние этой системы двукратно вырождено и соответствует верти-

кальным или диагональным синглетным парам, или димерам. Позже Шастри и

Сазерленд [181] доказали, что состояние вертикальных (диагональных) димеров

является точным основным состоянием на всей линии GZ (соответственно GA).

Отметим, что димерное состояние обладает идеальным струнным порядком и ха-

рактеризуется соответственно параметрами ÕX = 1 на GZ и Õ⊥ = 1 на GA [204].

Вдоль пути AGZ струнный параметр порядка Õ⊥ претерпевает скачок от 1

до 0 в точке Маджумдара-Гоша G, а Õ⊥ претерпевает скачок, соответственно, от

0 до 1. Линия симметрии LX является линией фазового перехода [38, 28, 50, 35]

между двумя симметричными фазами Холдейна HDX и HD⊥.

Обе конца X и L соответствуют цепочке Гайзенберга спина 1
2
. Окрестности

этих точек были изучены теоретико-полевыми методами [112, 50, 35, 49]. Имеют

место переход первого порядка вблизи X и второго порядка вблизи L. На линии

XL характер перехода меняется от первого до второго порядка в некоторой три-

критической точке T , где возникает щель между основным состоянием с S = 0

и первым возбужденным S = 1 состояниями, а также одновременно снимается

вырождение между двумя наинизшими возбуждениями со спинами S = 0 и S = 1.

Используя диагонализацию гамильтониана конечной цепочки, Эмери и др. [50,

35] экстраполировали в термодинамическом пределе значение параметра взаимо-

действия, при котором разность энергий между этими двумя возбуждениями об-

ращается в нуль и нашли значение J‖/J⊥ ≈ 0.241 для точке T . Используя тот же

метод, мы не обнаружили никаких признаков существования еще одной трикри-

тической точки на линии симметрии XL. Поэтому, TLX ′ является критической

линией, вероятно, вплоть до X ′.

На грани A′X ′Z все взаимодействия являются негативными и основное состо-

яние является ферромагнетиком. Ферромагнитная фаза простирается дальше на
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соседних грани: A′X ′Z, A′XZ и AX ′Z. На этих гранях линия перехода из ферро-

магнитного в антиферромагнитное состояние соответствует точно решаемой моде-

ли, изученной Дмитриевым, Кривновым и Овчинниковым [46], именуемой в даль-

нейшем DKO моделью:

HDKO = −
L∑

i=1

(
S2i−1 · S2i −

1

4

)
− (ν − 1)

L∑

i=1

(
S2i · S2i+1 −

1

4

)

+
(ν − 1)

2ν

L∑

i=1

(
Si · Si+2 −

1

4

) (2.13)

Основное состояние этого гамильтониана вырождено и состоит из ферромагнит-

ного и синглетного состояния, которые можно записать в явном виде [46]. В наших

обозначениях линии перехода записываются в следующей форме:

• грань A′X ′Z

x = 2J| = (ν − 1)/(1 + 2ν − ν2)

y = S = JX2
= −ν/(1 + 2ν − ν2)

z = J⊥ = −ν(ν − 1)/(1 + 2ν − ν2) (2.14)

для 0 < ν < 1

• грань AX ′Z ′

x = 2J| = (ν − 1)/(1 + 2ν − ν2)

y = S = JX1
= −ν(ν − 1)/(1 + 2ν − ν2)

z = J⊥ = −ν/(1 + 2ν − ν2) (2.15)

для 0 < ν < 1

• грань A′XZ ′ Линия XL′, соответствующая JX2
= J⊥, является осью симмет-

рии. Сверху от этой линии ферромагнитный переход задается кривой

x = 2J‖ = (ν − 1)/(ν2 + 2ν − 1)

y = S = JX2
= −ν/(ν2 + 2ν − 1)

z = J⊥ = −ν(ν − 1)/(ν2 + 2ν − 1) (2.16)
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при 1 < ν < 2. Снизу от этой линии переход задается кривой

X

X’

(a)
Z

Z’

A

LT
G

X

X’

(b) Z

Z’

A’

T’C’L’

Рис. 2.6: Поверхность нерегулярного октаэдра XX ′AA′ZZ, на котором представлена

двумерная фазовая диаграмма зигзагообразной цепочки. Линия симметрии XLX ′L′X

разбивает эту поверхность на две части, которые переходят друг в друга заменой

вертикальных взаимодействий на диагональные. Серая (белая) область соответству-

ет HDX (HD⊥) фазе Холдейна. Черные области соответствуют ферромагнитной об-

ласти. TLX и T ′X – две безмассовые критические линии, соответствующие переходу

второго порядка между двумя фазами Холдейна. На TX и T ′E имеет место переход

первого порядка. Точка G соответствует модели Маджумдара-Гоша. На тонких пунк-

тирных линиях GA и GZ (модель Шастри-Сазерленда) основное состояние является

произведением отдельных димеров.

x = 2J‖ = (ν − 1)/(2ν2 − 1)

y = S = JX2
= −ν(ν − 1)/(2ν2 − 1)

z = J⊥ = −ν/(2ν2 − 1) (2.17)

при 1 < ν < 2.

В области A′XZ с ферромагнитными ступенчатыми и диагональными взаимо-
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действиями линия симметрии XL пересекает ферромагнитную область в точке

C ′ = (1/7,−2/7,−2/7).

С теоретико-полевой точки зрения [112] вблизи X на этой линии отсутствует щель,

что соответствует фазовому переходу второго рода. Используя точную диагона-

лизацию для систем до 24 частиц и методы, описанные в [50, 35], обнаружена, что

эта критическая линия заканчивается в трикритической точке T ′, соответствую-

щей 2J‖ ≈ 0.42. От точки T ′ до C ′ переход между двумя симметричными фазами

Холдейна первого порядка, а точка C ′, по всей видимости, является тройной точ-

кой. Рисунок 2.6 обобщает эти результаты.

• Область X ′LTXT ′C ′ линии симметрии (равные взаимодействия вдоль сту-

пеней и диагоналей) соответствует фазовому переходу между двумя симмет-

ричными фазами Холдейна HD⊥ и HDX .

• X ′LT и XT (жирные сегментов) являются безмассовыми критическими ли-

ниями перехода второго порядка, а XT и C ′T ′ соответствуют фазовому пе-

реходу первому порядка с вырожденным основным состоянием и конечной

щелью.

• Фазы HD⊥ и HDX по обе стороны от критической линии симметричны.

Таким образом, топология их основных состояний различна, но они имеют

одинаковые термодинамические свойства и критические показатели вблизи

критической линии. Поэтому, они принадлежат одному классу универсаль-

ности [note].

Наше исследование общей лестничной модели [Рис. 2.1c] распространяет эту

простую схему на всю трехмерную область параметров. Критические линии пере-

ходят в критические поверхности и т. д.
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2.5 Общая фазовая диаграмма

2.5.1 Некоторые точные критические линии и поверхности

В предыдущем разделе мы видели, что на поверхности восьмигранникaXX ′AA′ZZ ′,

соответствующей зигзагообразной спиновой цепочке, точка перехода к ферромаг-

нитному состоянию точно известна. Вычислим точную границу для всей ферро-

магнитной области. Продолжим линии GZ и GA, где где димеры образуют основ-

ное состояние. Мы докажем, что это состояние расширяется на плоские поверхно-

сти и вычислим границу между этой поверхностью и ферромагнитной фазой.

Запишем гамильтониан в виде суммы по квадратам (плакетам):

H =

L∑

i=1

H�

i ,

H�

i = 2J‖(Si · Si+2 + S2i−1 · S2i+1) + J⊥S2i−1 · S2i + 2JX1
S2i · S2i+1

+ 2JX2
S2i−1 · S2i+2.

(2.18)

Гамильтониана отдельного плакета H�

i имеет следующие собственные значения:

λ1 = −3J⊥/2, λ2 = J⊥/2 + JX1
+ JX2

λ3 = J⊥/2− 2(JX1
+ JX2

), λ4 = −J⊥/2

λ5 = −1
2

(
JX1

+ JX2
+
√
J2
⊥ + 5J2

X1
− 6JX1

JX2
+ 5J2

X2
− 2J⊥(JX1

+ JX2
)
)

λ6 = −1
2

(
JX1

+ JX2
−
√
J2
⊥ + 5J2

X1
− 6JX1

JX2
+ 5J2

X2
− 2J⊥(JX1

+ JX2
)]
)
.

Собственное значение λ1 соответствует произведению вертикальных димеров.

Легко убедиться в том, что это точное собственное состояние общего гамильтони-

ана H при условии

2J‖ = S = JX1
+ JX2

.

Собственное значение λ2 соответствует ферромагнитному состоянию, которое все-

гда является точным собственным состоянием полного гамильтониана H . Нижняя
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граница энергии основного состояния на единицу длины E0/L полного гамильто-

ниана H задаётся наименьшим собственным значением λmin. Если оно совпадает

с λ2, то основное состояние – ферромагнетик, а область, ограниченная поверхно-

стью λmin = λ2, является ферромагнитной. После простых вычислений находим,

что эта поверхность задаётся уравнением

w = 4JX1
JX2

+ (JX1
+ JX2

)(2J‖ + J⊥) + 2J‖J⊥ = 0 (2.19)

внутри тетраэдра XX ′AA′ZZ и уравнением

w′ = (JX1
+ JX2

)(2J‖ + J⊥) + 2J‖J⊥ = 0 (2.20)

за пределами этого тетраэдра.

С другой стороны, внешняя граница ферромагнитной области находится из

условия неустойчивости спиновых волн в ферромагнитной фазе. Введя бозоны

двух видов для представления спиновых операторов, которые соответствуют верх-

ней и нижней цепочке, находим одну оптическую и одну акустическую моды. Энер-

гия акустической моды при k → 0 равна

Eac
sw = −wk2, (2.21)

где w соответствует выражению (2.19). Ферромагнитное состояние нестабильно

для спиновых волн при w > 0. Поверхность w = 0, таким образом, задаёт внеш-

нюю оболочку ферромагнитной области. Таким образом, внешняя и внутренняя

границы ферромагнитной области совпадают, поэтому поверхность w = 0 задаёт

точную границу ферромагнитной области.

Стоит обратить внимание на плоскость ZBZ ′B′ правильного октаэдра (см. рис.

2.2), которая задаётся уравнением 2J‖ = JX1
+ JX2

. Как уже отмечалось выше, в

этой плоскости состояние, образованное вертикальными димерами, является точ-

ным собственным состоянием гамильтониана. Оно имеет идеальный струнный по-

рядок ÕX = 1 и соответствует фазе HDX . Точный фазовый переход первого рода
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в ферромагнитную фазу от точки

D = (−2/5,−2/5, 1/5)

до точки

C = (−2/7,−2/7, 1/7)

определяется уравнением

λ1 = λ2 2J⊥ + JX1
+ JX2

= 0, (2.22)

что соответствует модели ДКО (см. рис. 2.7). Другая часть CZ ′ линии перехода

из ферромагнитного в HD⊥ фазу задаётся уравнением (2.19).

Линия ZBZ ′ при JX1
= JX2

= J‖ > 0 соответствует так называемой модели

композитного спина [185]. Гамильтониан можно записать в виде:

H = H1 +H2, H1 = 2J‖

L∑

i=1

S̃i · S̃i+1, H2 = 2J⊥

L∑

i=1

S2i−1 · S2i, (2.23)

где S̃i = S2i−1 + S2i представляет собой сумму пары спинов 1/2, расположенной

на i-ой ступени. Гамильтонианы H1 и H2 коммутируют.

Основное состояние E0
2 для H2 задаётся набором димеров вдоль ступеней спи-

новой лестницы: E0
2/L = −3J⊥/2. Легко проверить, что оно является также соб-

ственным состоянием H с собственным значением E0
2 . Состояния, где все верти-

кальные пары спинов S̃i = S2i−1 + S2i находятся в триплетном состоянии, явля-

ются вырожденными собственными состояниями H2 с уровнями E2 = LJ⊥/2.

Низкоэнергетический спектр H1 соответствует цепочке Холдейна, основное со-

стояние которого имеет уровень энергии

E0
1 ≈ −1.401484039× 2J‖,

рассчитанный методом DMRG [206]. Оно является также собственным состоянием

H с энергией E1 = E0
1 + E2.
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Переход первого порядка между фазами димеров и ХолдейнаHD⊥ имеет место

при пересечении этих двух уровней энергии E0
1 + E2 = E0

2 , что соответствует

критическому значению

J⊥/J‖ ≈ 1.401484039,

которое соответствует точке H). Фаза димеров имеет идеальный струнный поря-

док ÕX = 1, отвечающий HDX фазе. В точке перехода параметр порядка ÕX

претерпевает скачок от 1 до 0, а параметр порядка Õ⊥ претерпевает скачок от 0

до 0,84. Последнее значение соответствует антиферромагнитной цепочке Холдей-

на. Мы рассчитали всю линию перехода CGH между фазами HD⊥ и HDX. Она

соответствует переходу первого рода, а точка

C = (−2/7, 2/7, 1/7)

является точной точкой тройного перехода. Цепочка Маджумдара-Гоша, соответ-

ствующая точке G, принадлежит этой линии.

Линия от точки C до G является точной границей для основного состояния

из отдельных димеров. Она получается из условия, когда энергия димера λ1 пе-

рестаёт быть самым низким собственным значением изолированной плакета, т. е.

когда λ1 = λ6 [см. формулу (2.19)]. В выбранном нами масштабе энергии (2.3) эта

нижняя граница соответствует следующей кривой:

J⊥ = (−2 + 5S +
√
8− 36S + 41S2)/2 (2.24)

для значений S > 0, и

J⊥ = (−2 − 3S +
√
8 + 28S + 25S2)/2, (2.25)

для значений S < 0 (См. тонкую пунктирную линию на рис. 2.7). За точкой G

верхняя граница фазы димеров соответствует пересечению уровней λ1 и λ3, т. е.

отрезку J⊥ = S.
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Рис. 2.7: Плоскость (JX1
+ JX2

) = 2J‖. Пунктирные линии соответствуют пе-

ресечению этой плоскости с зигзагообразной моделью, а G соответствует модели

Маджумдара-Гоша. Черная область обозначает ферромагнитную область, границы

которой точно известны. Линия Z ′BZ представляет модель композитного спина:

JX1
= JX2

= J‖. H – точка фазового перехода первого рода от фазы Холдейна HD⊥

к фазе димеров, которая имеет тот же топологический дальний порядок, что и HDX

фаза. Жирная пунктирная линия CGH обозначает фазовый переход первого рода меж-

ду фазами димеров HDX (серая зона) и Холдейна HD⊥. C является тройной точкой

перехода.
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2.5.2 Фазовая диаграмма в целом

Рассмотрим сектор октаэдраXX ′Y Y ′ZZ, где J‖, J⊥ и S положительны. Остальные

7 секторов этого октаэдра подробно рассматриваются в нашей работе [76].

a. Граница поверхности XY Z

Область XY Z с равными диагональными антиферромагнитными связями

JX1
= JX2

= JX [рис. 2.1b], была исследована в работе [200]. Существует очевидная

симметрия, которая переставляет J‖ и JX поворотом всех нечётных ступенек на

угол π вокруг оси лестницы. ZB – ось симметрии, так что достаточно рассмотреть

область XBZ. Согласно теоретико-полевым расчётам [112] вокруг точки X, кото-

рая соответствует двум невзаимодействующим цепочкам, имеет место фазовый

переход первого рода между двумя фазами Холдейна HDX и HD⊥ вдоль линии

J⊥ = S. Используя разработанный алгоритм, мы рассчитали полную линию пе-

рехода от X до H , которая показана на рис. 2.8. Наши результаты находится в

хорошем согласии с более ранними результатами в работе [200].

Однако, наши результаты показали, что в этом направлении имеется фазовый

переход первого рода с конечной щелью от HDX до HD⊥ Холдейна фазы, что

согласуется с теоретическими результатами [112]. Этот факт не подтверждает вы-

воды в работе [200], где утверждается, что фазовый переход является переходом

второго рода.

Как было указано выше, в отличие от нашего алгоритма, который использует

различные граничные условия по обе стороны от линии перехода с целью избежать

вырождения основного состояния, в работе [200] был везде использован DMRG

алгоритм с одинаковыми граничными условиями, показанными на рис. 2.5а. Её

автор заметил, что ниже линии перехода основное состояние вырождено, а выше

этой линии – не вырождено. Однако, мы не согласны с его выводами о различных

свойствах этих двух фаз. Применяя всюду алгоритм DMRG с разными граничны-
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Рис. 2.8: Грань XY Z с равными диагональными взаимодействиями и положитель-

ными J . Ось симметрии ZB соответствует модели композитного спина с фазовым

переходом первого рода от фазы Холдейна к фазе димеров. Штрихованные пунктир-

ные линии – точные линии перехода в окрестности X и Y , полученные через теорию

поля. Точки изображают переходы, полученные нами методом DMRG. Они сравнива-

ются с ранее полученными результатами [200] (крестики). Поведение корреляции пары

соседних спинов, щели и струнного параметра порядка вдоль линий ZB и ZW , соот-

ветствующих J‖ = JX1
+ JX2

, показаны на рис. 2.9.
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ми условиями, изображенными на рис. 2.5b, мы обнаружили вырожденное основ-

ное состояние выше критической линии и невырожденное – ниже ее! Правильной

интерпретацией является, как уже подчеркивалось, переход между двумя тополо-

гически различными фазами Холдейна. Кривые, показывающие разрывы парных

корреляций (2.11), щели и струнного параметра порядка вдоль пунктирной линии

ZW на рис. 2.8, соответствующей J‖ = JX1
+ JX2

, и вдоль линии симметрии ZB

показаны на рис. 2.9.

b. Плоскость OY Z.

Плоскость OY Z (J‖ = 0) соответствует связанным димеризованным цепочкам.

В этой плоскости (рис. 2.10) точка L соответствует простой антиферромагнитной

цепочке Гайзенберга, а Y представляет собой две отдельные цепочки. Весомые

аргументы существования критические линии, соединяющей L и Y приведены в

работах [141, 140], а простое аналитические приближение этой линии получено в

работе [140].

В наших единицах энергии (2.3) она соответствует действительному корню

уравнения третьего порядка

J3
⊥ − S(1 − J⊥)2 − S3 + 2S2(1− J⊥) = 0. (2.26)

Мы определили через DMRG переход между двумя фазами Холдейна в этой плос-

кости (см. рис. 2.10). От X до L линия перехода примерно соответствует анали-

тической формуле, предложенной ранее, но за точкой L сильно смещается. Kри-

тическaя линия продолжается до точки T1, которую мы определили, используя

тот же метод, что и для зигзагообразной модели. От T1 до Ω – переход первого

порядка с конечной щелью.

c. Поверхность перехода.

Итак, выявлены четыре линии перехода между двумя фазами Холдейна с

различными топологиями в четырех разных плоскости диаграммы: XAZ, XY Z,
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Рис. 2.9: Фазовый переход первого рода между фазами Холдейна с различными то-

пологическими порядками. (а) Парная корреляция Cperp вдоль ZW (крестики) и ZB

(сплошная линия); парная корреляция CX1 вдоль ZW (кружки) и ZB (пунктирная ли-

ния). (b) Щель вдоль ZW (крестики) и ZB (сплошная линия). (с) Струнный параметр

порядка ÕX вдоль ZW (крестики) и ZB (сплошная линия), струнный параметр поряд-

ка Õ⊥ вдоль ZW (кружки) и ZB (пунктирная линия).
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Рис. 2.10: Линия перехода между двумя фазами Холдейна с различными топологиче-

скими порядками в плоскости J‖ = 0. L соответствует антиферромагнитной цепочке

Гайзенберга спина 1/2, а Y – двум отдельным цепочкам. Жирная линия Y LT1 является

бесщелевой критической. На T1L (пунктирная линия) – переход первого рода. Штрих-

пунктирная линия – простое приближение к критической линии.

102



OBZ, OY Z. Мы ожидаем, что все четыре линии принадлежат одной и той же по-

верхности перехода. Используя вышеописанный алгоритм DMRG, мы исследовали

эту поверхность перехода в узлах достаточно мелкой двумерной сетки плоскости

{x, y}, оставив от 30 до 60 состояний в DMRG схеме и выбрали шаг сетки сетки

равным 0.02×0.02. Результаты приведены на рис. 2.11. Сечение этой поверхности

плоскостями XALZ, OBHZ, XY Z и OY Z уже представлены на рисунках 2.6,

2.7, 2.8 и 2.10, соответственно. Прямая, соединяющая L с X – линия симметрии

плоскости AXZ и лежит на поверхности перехода. Она использована для проверки

точности нашего DMRG алгоритма. Для точек нашей сетки {x, y}, которые лежат

на проекция этой линии на плоскость XOY , мы изобразили на рис. 2.12 разницу

между приблизительным значениями zDMRG
c поверхности и точными значениями

zExact
c , соответствующими LX.

Кроме окрестности точкиX (две отдельные цепочки), где гораздо большее чис-

ло состояний ≈ 302, должны быть оставлены в схеме DMRG, получаем точность

выше трех-четырех знаков на zc.

Теоретико-полевые результаты [112] показали, что в плоскостях XY Z и XALZ

линии перехода, около X имеет место переход первого порядка, что соответствует

S = J⊥. В соответствии с этим, наши данные показывают, что плоскость S = J⊥

касается поверхности перехода в точке X.

Определим, какая часть поверхности является критическим с нулевой щелью.

Мы ожидаем, что две пересекающиеся критические линии LT1 и Y LT являются

частью единой критической области, которая отделена от остальной поверхно-

сти (трикритической линией), проходящей через T и T1. Для определения этой

трикритической линии, используется метод, ранее использованный для зигзагооб-

разной цепочки [50, 35, 49].

Согласно конформной теории поля, появляется щель между основным состо-

янием с S = 0 и первым возбужденным состоянием с S = 1, одновременно при
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Рис. 2.11: Переход поверхности раздела двух фаз Холдейна с различными топологиями

в секторе с положительными константами связи. Каждая точка сетки вычислена ме-

тодом DMRG с сохранением 30 состояний. Темная часть поверхности соответствует

нулевой щели и нулевому струнному параметру. Светлая часть соответствует пе-

реходу первого рода с конечной щелью и вырожденному основному состоянию. Таким

образом, белая линия, которая разделяет обе части поверхности, является трикрити-

ческой. Сечение поверхности плоскостями XALZ, OBHZ, XY Z и OY Z представлены

на рисунках 2.6, 2.7, 2.8 и 2.10 соответственно. Прямая линия LTGX, соединяющая

L (цепочка Гайзенберга) с X (две отдельные цепочки Гайзенберга), лежит на этой

поверхности. Точка Маджумдара-Гоша G соответствует пересечению этой линии с

плоскостью OBHZ. Вокруг точки X результаты DMRG согласуются с результата-

ми, полученными методом конформной теории поля, т. е. поверхность перехода явля-

ется касательной к плоскости J⊥ = S = JX1
+ JX2

.
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Рис. 2.12: Проверка точности наших вычислений по DMRG с 30 состояниями, вдоль

точной линии перехода LX. Точность высока (7 знаков после запятой) у точки

Маджумдар-Гоша G. Она резко сокращается (до 2 знаков) вблизи X (две отдельные

цепочки Гайзенберга), а также уменьшается при переходе к L в критическом режи-

ме.

этом снимается вырождение первого возбужденного состояния с S = 0 и наиниз-

шего S = 1 состояния. Таким образом, в термодинамическом пределе, разница δ

между энергиями этих двух наинизших возбужденных состояний равна нулю, что

соответствует критическому значению параметров взаимодействия, при котором

щель исчезает. В качестве простой иллюстрации рассмотрим кривую ΩLY (рис.

2.10 и 2.11), соответствующую разрезу поверхности плоскостью OY Z.

Двигаясь по этой кривой, применим точную диагонализацию для цепочки с

L = N/2 и периодическими граничными условиями для вычисления значения

Sc(N) параметра S = JX1
+ JX2

, при котором δ = 0.

Результаты представлены на рис. 2.13. Квадратичная экстраполяция дает в

термодинамическом пределе Sc(N → ∞) ≈ 0.152. Значительно более точные ре-

зультаты (шесть знаков) были получены недавно для зигзагообразной модели

(точка T ) Эгертом [49]. Он применил конформную теорию поля на линии LX
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Рис. 2.13: Критическое значение S = JX1
+JX2

, для которого разность δ между двумя

низкоэнергетическими возбуждениями исчезает, как функция от 1/N , для конечных

цепей с периодическими граничными условиями. Мы следуем линии перехода ΩLY , вы-

численным с помощью DMRG в плоскости OY Z (рис. 2.10). Квадратичная экстрапо-

ляция выдает значение (JX1
+ JX2

)c ≈ 0.152 в термодинамическом пределе, которое

фиксирует положение точки T1 на линии перехода.
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и заметил, что в критической точке T маргинальный оператор, ответственный за

образование щели, исчезает, и разность энергий δ(N) двух первых возбужденных

уровней становится прямо пропорциональной 1/N3. Хотя мы и не смогли обобщить

этот результат для каждой точки на трикритической линии, но обнаружили, что

для большей части трикритической линии, кроме непосредственной близости от

границы плоскости XY Z, 1/N3, закон работает на удивление хорошо. И мы ис-

пользовали его, чтобы улучшить нашу точность.

Используя аналогичные вычисления, мы определили всю трикритическую ли-

нию T1TY (жирная белая линия на рис. 2.11). Около Y эта линия приближается

к границе поверхности перехода в плоскости XY Z. Мы знаем, однако, что она ее

не пересекает: результаты по конформной теории поля [112] подтверждают, что

здесь имеет место переход первого порядка.

2.6 Обсуждение

Итак, подробно исследована трехмерная фазовая диаграмма лестничной модели

спина 1/2 с диагональными взаимодействиями. Эта модель содержит, как част-

ный случай, цепочка Гайзенберга спина 1 со взаимодействиями первых и вторых

ближайших соседей, зигзагообразная цепочка со спином 1/2 с дополнительной ди-

меризацией и фрустрацией, обычная спиновая лестница и ранее изученные модели

различных спиновых лестниц. Мы доказали наличие только трех различных кван-

товых фаз: ферромагнитной фазы и две массивные фазы Холдейна, имеющие раз-

личный дальний топологический порядок. В трехмерной фазовой диаграмме эти

три фазы разделяются поверхностью фазового перехода. Некоторые части этой

поверхности, разделяющие две массовые фазы Холдейна, являются критически-

ми с нулевой щелью (массой) и нулевым строковым топологическим параметром

порядка. Остальная ее область соответствует фазовому переходы первого рода с
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конечной щелью и двум вырожденным синглетным основным состояниям.

В двумерных плоскостях, которые являются сечениями трёхмерной фазовой

диаграммы и соответствуют зигзагообразной цепочке, простая перестановка вза-

имодействий вдоль ступеней и диагоналей задает взаимно-однозначное отобра-

жение между двумя фазами Холдейна. Таким образом, хотя топология эти двух

фаз различается, их термодинамические свойства вблизи критической поверхно-

сти одинаковы. Следовательно, они принадлежат одному классу универсальности.

Область на поверхности, разделяющая эти антиферромагнитные и ферромаг-

нитную фазы, соответствует модели DKO, основное состояние которого точно по-

строено.

Расчёты в основном проводились на суперкомпьютере Cray T3E с использова-

нием пакета MPI для параллельных вычислений.
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Глава 3

Упорядочение энергетических

уровней для фрустрированной

спиновой лестницы

3.1 Введение

Одной из основных задач квантовых систем на решетках является исследование

основного состояния и элементарных возбуждений. В частности, низкоэнергетиче-

ский спектр, определяет поведение системы при низких температурах, когда выяв-

ляются квантовые свойства системы. Согласно теории Ландау, фазовые переходы

сопровождаются спонтанным нарушением симметрии, что на микроскопическом

уровне означает вырождение основного состояния. Поэтому поведение основного

состояния при преобразовании симметрии имеют важное значение.

С другой стороны, за редким исключением, большинство многочастичных си-

стем со взаимодействием не имеют аналитических решений. Для их исследования

в основном применяются численные методы, которые имеют определенные огра-

ничения. Вместе с тем, существует ряд строгих утверждений для широкого класса
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квантовых спиновых и фермионных систем, которые можно применить для харак-

теристики основного состояния и спектра. К их числу относится известная теоре-

ма Либа-Маттиса об антиферромагнитном упорядочении энергетических уровней

спиновых двухподрешеточных систем.

В данной главе рассматриваются обобщения этой теоремы для фрустрирован-

ных спиновых квазиодномерных систем. В главе 2 мы рассматривали фазовую

диаграмму спиновой лестницы с обменными взаимодействиями вдоль диагоналей.

Во введении к ней на странице 75 мы определили фрустрированные спиновые

системы. Здесь, во введении к данной главе, мы сначала обсудим теорему Либа

Маттиса, которая (в том числе) описывает характеристики основного состояния

для обычных антиферромагнитных двухподрешеточных систем. Затем обсудим

известные общие свойства основного состояния фрустрированных спиновых си-

стем.

3.1.1 Теорема Либа-Матиса для двухподрешеточных систем

Основное состояние классических двухподрешеточных (bipartite) спиновых систем

на решетках обладает строгим антиферромагнитным порядком (порядком Ниля)

и не вырождено, если не учитывать вырождение по суммарному спину. В таких

системах решетка может быть разделена на две подрешетки A и B, так что все

взаимодействия внутри одной и той же подрешетки ферромагнитны, в то время

как взаимодействия между различными подрешетками антиферромагнитны. Со-

стояние Ниля соответствует однонаправленным спинам в каждой подрешетке, в то

время как спины разных подрешеток противоположно направлены, как показано

на рисунке 3.1.

Квантовые флуктуации разрушают состояние Ниля, приводя к более слож-

ному основному состоянию квантовой системы. Однако, для двухподрешеточных

спиновых систем основное состояние квантовой системы наследует многие важ-
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ные свойства его классического аналога. В частности, Либ и Маттис доказали,

что квантовое основное состояние системы конечного размера является невырож-

денным мультиплетом с полным спином Sgs = |SA − SB|, который совпадает со

спином состояния Ниля классической системы. Здесь, SA и SB являются макси-

мально возможными значениями спинов на соответствующих подрешетках [125,

131].

Эта особенность двухподрешеточной системы выглядит естественно, так как в

пределе больших значений спина квантовые системы соответствуют классическим.

Кроме того, оно подтверждает простое правило, согласно которому энергия растет

с ростом спина, свойственное для классических антиферромагнетиков.

В квантовом случае минимальная энергия ES в секторе, где суммарный спин

имеет определенное значение ~S, а его квадрат равен S2 = ~S(S + 1), является

монотонно возрастающей функцией в области S ≥ Sgs [125]. Более того, каждый

уровень энергии ES не вырожден с точностью до мультиплета. Это означает, что

все состояния со спином, определяемым числом S, образуют лишь один мульти-

плет. В этом смысле не вырождено и общее основное состояние. В частности, при

SA = SB оно является единственным синглетом.

Приведенное утверждение известно как теорема Либа-Маттиса об антиферро-

магнитном упорядочении энергетических уровней. Она очень важна потому, что

она дает информацию об основном состоянии и спектре двухподрешеточных спи-

новых систем без точного решения и численных расчетов.

3.1.2 Фрустированные спиновые системы

Фрустрированные спиновые системы – это системы, которые не являются двухпод-

решеточными. Даже классическое основное состояние таких систем имеет доста-

точно сложный вид, поскольку все локальные энергии там нельзя одновременно

минимизировать в отличие от состояния Ниля (Рис. 3.1).
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Рис. 3.1: Слева представлена двухподрешеточная система с подрешетками, обозначен-

ными светлыми и темными кружочками. Вертикальные и горизонтальные взаимодей-

ствия антиферромагнитные, а диагональные – ферромагнитные. Справа представлено

состояние Ниля на двухподрешеточной квадратной решетке.

Обычная теорема Либа-Маттиса не верна для них. Только относительно недав-

но Либ и Шуп строго доказали, что антиферромагнитные зеркально-симметричные

спиновые системы обладают по крайней мере одним синглетным основным состо-

янием [132, 129]. Кроме того, при определенных дополнительных условиях все

основные состояния становятся синглетными. Следует отметить, что достаточно

широкий класс фрустрированных спиновых систем удовлетворяет условиям Либа-

Шупа. Двумерные антиферромагнетик пирохлора со структурой шахматной ре-

шетки является примером такой системы [132]. Еще одним примером является

известный двумерный J1 − J2 антиферромагнетик, а именно модель Гейзенбер-

га на квадратной решетке с дополнительными диагональными взаимодействия-

ми, который много изучался в последнее время [157, 187, 183, 24]. Тем не менее,

этот подход не дает никакой информации о вырождении основного состояния и

об упорядочении энергетических уровней по значению спина. Для фрустрирован-

ных спиновых систем этот вопрос до сих пор остается открытым. Отметим также,

что метод, используемый в работах [132] и [129] ограничен системами, которые не

имеют спина, расположенного на оси симметрии.

В то же время, в последнее время появились некоторые признаки возможного
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существования некоторого обобщения теоремы Либа-Маттиса для фрустрирован-

ных спиновых систем. Так, например, изучение J1 − J2 модели на основе точной

диагонализации и спин-волнового приближения показали, что антиферромагнит-

ное упорядочение уровней энергии сохраняется при слабой фрустрации, вызван-

ной диагональными связями [170, 171]. Недавно для той же модели выражение

Sgs = |SA− SB| для спина основного состояния было проверено численно в работе

[133]. Авторы пришли к выводу, что оно остается в силе при условии, что фруст-

рации достаточно слабые для того чтобы разрушить порядок Ниля в основном со-

стоянии. Некоторые свойства Либа-Маттиса были замечены и в спектрах моделей

Гейзенберга на треугольной решетке и решетке Кагоме. Все эти исследования поз-

воляют предположить, что во многих случаях даже относительно сильные фруст-

рации не могут нарушить антиферромагнитный порядок энергетических уровней.

3.1.3 Обобщение теоремы Либа-Матиса для фрустрирован-

ных лестничных систем

В данной главе теорема Либа-Маттиса обобщается для модели со спином 1/2,

на обычной лестничной решетке с фрустрацией, которая задается диагональным

взаимодействием и четырехспиновым циклическим обменным взаимодействием.

Мы полагаем, что система инвариантна при отражении относительно продоль-

ной оси симметрии лестнице. Это – первый точный результат, связанный с упоря-

дочением уровней энергии для фрустрированной спиновой системы.

Вначале рассматривается спиновая лестница с диагональными взаимодействи-

ями со свободными граничными условиями. Осевая симметрия делит все про-

странство состояний на два инвариантных сектора, состоящие, соответственно,

из симметричных (четных) и антисимметричных (нечетных) волновых функций

при отражении относительно продольной оси симметрии лестницы.
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Устанавливается антиферромагнитное упорядочение энергетических уровней

по-отдельности в четном и нечетном секторах для достаточно широкой области

определения констант взаимодействия. Доказывается также невырожденность этих

минимальных уровней энергии. Вычисляется значение спина и четность основного

состояния.

Далее показано, что полученные точные результаты хорошо согласуются с ре-

зультатами численных расчетов, а также с известными ранее точными аналитиче-

скими вычислениями при некоторых частных значениях констант взаимодействия.

Аналогичное упорядочение энергетических уровней доказывается также для

фруструрованной лестницы с граничной примесью, состоящей из одного спина

произвольного значения, а также для спиновой лестницы с четырехспиновым цик-

лическим обменным взаимодействием. Некоторые частичные результаты получе-

ны также для модели с периодическим граничным условием.

3.1.4 Фрустированные спиновые лестницы

Двуногая спиновая лестница с дополнительным взаимодействием по диагоналям

является одним из простейших фрустрированных спиновых систем. Она может

рассматриваться как квази-одномерных аналог J1 − J2 модели. Эта модель была

интенсивно исследована в последнее десятилетие [212, 120, 202, 200, 8, 112, 76,

60]. Фазовая диаграмма при нулевой температуре состоит из двух топологически

различных фаз Халдейна, разделенных кривой фазового перехода.

Системы с обменными взаимодействиями многих (трех и более) спинов вызы-

вают большой интерес уже в течение длительного времени [172]. Такие взаимо-

действия возникают при более высоких порядках в приближении сильной связи

модели Хаббарда при половинном заполнении и определяют поправки к модели

Гейзенберга в теории возмущений [196]. Мульти-спиновые циклические переста-

новки, описывающие спиновые обмены, впервые возникли в двумерных квантовых
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твердых телах, таких как 3He [198].

Актуальность четырех-спинового циклического взаимодействия вокруг плаке-

тов, составляющих CuO2 плоскости в высокотемпературных сверхпроводниках,

была отмечена в работе [173], что затем было обосновано экспериментально [172].

В последнее время рассматривались квази-одномерные аналоги таких систем с

похожей структурой и свойствами (см. обзор [39]]).

Заметим, что модель спиновой лестницы является простейшей системой, где

естественным образом возникает четырехспиновый циклический обмен из куло-

новского взаимодействия. И действительно, исследования некоторых моделей спи-

новых лестниц на основе материалов из атомов медных показали важность четырех-

спинового обменного члена [29], [177]. Фазовая диаграмма основного состояния

фрустированной лестничной решетки со спином 1/2 хорошо изучена [8]. Включе-

ние четырехспиновых взаимодействий различного типа приводит к новым нестан-

дартным фазам [156, 150, 151, 146, 100, 120]. Различные фазы связаны преобразо-

ванием дуальности [146].

3.2 Упорядочение уровней энергии фрустрирован-

ной спиновой лестницы

3.2.1 Гамильтониан фрустированной лестницы и ее симмет-

рии

Рассмотрим две параллельные конечные одинаковые антиферромагнитные цепоч-

ки со спином 1/2, связанные друг с другом обменными взаимодействиями вдоль

вертикальных и диагональных ребер лестничной решетки, как показано на рисун-

ке 3.2. Гамильтониан имеет следующий вид [202, 200]:
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J⊥
l

J
‖
l

J
‖
l

J×
l

J⊥
l+1

S1,1

S2,1

S1,l

S2,l

S1,l+1

S2,l+1

S1,N

S2,N

Рис. 3.2: Фрустрированная спиновая лестница. Пунктирная линия является осью сим-

метрии модели.

H =

N−1∑

l=1

J
‖
l (S1,l · S1,l+1 + S2,l · S2,l+1) +

N−1∑

l=1

J×
l (S1,l · S2,l+1 + S1,l+1 · S2,l)

+

N∑

l=1

J⊥
l S1,l · S2,l,

(3.1)

где S1,l и S2,l являются операторами спина первой и второй цепей соответственно.

J⊥
l и J×

l – коэффициенты ступенчатых и диагональных взаимодействий, а J
‖
l –

коэффициенты взаимодействий внутри цепи. Мы используем открытые гранич-

ные условия. Коэффициенты зависят от положения спинов. Они не меняются при

отражении относительно продольной оси симметрии лестницы. Отражение пере-

ставляет спины двух цепей: RS1,l = S2,lR.

Заметим, что данный гамильтониан аналогичен (2.1), уже исследованному в

главе 2. Но, в отличие от него, (3.1) инвариантен при отражении, но не является

инвариантным при сдвиге, так как константы взаимодействия здесь зависят от

положения узла. При постоянных значениях этих констант фазовая диаграмма

данной модели при нулевой температуре изучена достаточно подробно численны-

ми методами в §2.5.2 (стр. 98). Она представлена на Рис. 2.8.

Мы не ставим никаких ограничений на связи J⊥
l и рассматриваем антиферро-

магнитные взаимодействия вдоль цепочек. Кроме того, полагаем, что диагональ-

ные взаимодействия слабее продольных взаимодействий:

J
‖
l > |J×

l |. (3.2)

Гамильтониан сохраняет полный спин S =
∑

l S1,l + S2,l системы. Поскольку

116



R и S совместимы, собственные состояния (3.1) параметризованы квантовыми

числами спина (S = 0, 1, . . . , N), проекции спина (M = −N,−N + 1, . . . , N), а

также отражения (σ = ±1).

Для того, чтобы облегчить использование зеркальной симметрии, введем сим-

метричную и антисимметричную суперпозицию двух спинов каждой вертикали:

S
(s)
l = S1,l + S2,l, S

(a)
l = S1,l − S2,l, l = 1, 2, . . . , N. (3.3)

Гамильтониан (3.1) через эти операторы выражается проще:

H =
N−1∑

l=1

(Js
l S

(s)
l · S

(s)
l+1 + Ja

l S
(a)
l · S

(a)
l+1) +

1

2

N∑

l=1

J⊥
l (S

(s)
l )2. (3.4)

Здесь мы ввели симметризованные и антисимметризованные константы связи, ко-

торые является антиферромагнитными благодаря наложенному условию (3.2):

Js
l =

J
‖
l + J×

l

2
> 0 и Ja

l =
J
‖
l − J×

l

2
> 0. (3.5)

Отметим, что аналогичное представление для фрустрированной спиновой лестни-

цы применялось ранее [212, 120].

Гамильтониан можно также выразить через понижающие и повышающие опе-

раторы:

H =
1

2

N−1∑

l=1

(Js
l S

(s)+
l S

(s)−
l+1 + Js

l S
(s)−
l S

(s)+
l+1 + Ja

l S
(a)+
l S

(a)−
l+1 + Ja

l S
(a)−
l S

(a)+
l+1 )

+
N−1∑

l=1

(Js
l S

(s)z
l S

(s)z
l+1 + Ja

l S
(a)z
l S

(a)z
l+1 ) +

1

2

N∑

l=1

J⊥
l (S

(s)
l )2.

(3.6)

Ниже мы покажем, что при условии J
‖
l > |J×

l | минимальные уровни энергии

ES,σ в симметричном (σ = 1), а также в антисимметричном (σ = −1) спин-S секто-

рах не вырождены и упорядочены антиферромагнитным образом, т. е. являются

возрастающими функциями спина S. Это утверждение обобщает теорему Либа-

Маттиса [125] для модели фрустрированной лестницы. Кратко очертим основные

этапы доказательства.
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Сначала строим базис, в котором все ненулевые недиагональные матричные

элементы гамильтониана отрицательны. Следующим шагом показываем, что мат-

рица гамильтониана, ограниченная на подпространство состояний с фиксирован-

ными значениями проекции спина Sz = M и отражения R = σ, является свя-

занной. В соответствии с теоремой Перрона-Фробениуса, состояние с наименьшей

энергией в каждом таком подпространстве, называемое относительным основным

состоянием, является невырожденной. Далее устанавливаем, что относительное

основное состояние в большинстве случаев имеет полный спин, равный абсолют-

ному значению его z проекции (S = |M |). Это означает, что мультиплет, кото-

рому оно принадлежит, обладает наинизшей энергией среди всех мультиплетов

со спином, равным или большим S. Антиферромагнитное упорядочение между

минимальными энергетическими уровнями ES,σ следует непосредственно из их

невырожденности.

3.2.2 Отрицательный базис

Существование базиса, в котором все недиагональные элементы гамильтониана

отрицательны или равны нулю, не является очевидным. Отражение спинов одной

подрешетки [125, 2] работает только для двухподрешеточных систем и не при-

водит к нужному результату для фрустрированных систем. В этом пункте мы

строим отрицательный базис для фрустрированной лестницы. Сначала возьмем

базис, состоящий из комбинированных спиновых состояний каждой ступени вме-

сто стандартного изинговского базиса. Затем применим унитарное преобразова-

ние, которое делает все ненулевых недиагональные элементы симметричной части

гамильтониана (3.4) отрицательными. Наконец, все базисные состояния умножа-

ются на определенный знаковый фактор, который и делает все недиагональные

элементы отрицательными.

Любое спиновое состояние ступени лестницы может быть выражено через су-
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перпозицию трех симметричных триплетных состояний

|1〉 := |1, 1〉 =
∣∣∣↑↑
〉
, |−1〉 := |1,−1〉 =

∣∣∣↓↓
〉
,
∣∣0̃
〉
:= |1, 0〉 = 1√

2

(∣∣∣↑↓
〉
+
∣∣∣↓↑
〉)

(3.7)

и одного антисимметричного синглетного состояния

|0〉 = 1√
2

(∣∣∣↑↓
〉
−
∣∣∣↓↑
〉)

. (3.8)

Здесь используются стандартные обозначения ↑, ↓ для состояний со спином вверх

и спином вниз. Для удобства мы коротко обозначаем триплетные состояния через

±1 и 0̃.

Все состояния системы тогда выражаются через базисные состояния

|m1〉 ⊗ |m2〉 ⊗ . . .⊗ |mN〉 , ml = ±1, 0̃, 0. (3.9)

Здесь |m〉 является одним из четырех состояний на отдельной ступени. Оператор

отражения R диагонален в этом базисе и имеет значение (−1)N0 , где N0 – число

синглетов в (3.9).

Теперь определим унитарный оператор, который вращает спины нечетных сту-

пенек вокруг оси z на угол π:

U = exp


iπ

[(N+1)/2]∑

l=1

S
(s)z
2l−1


 , (3.10)

где [x] обозначает целую часть x. Под действием U операторы понижения-повышения

спиновой проекции, соответствующие нечетным ступеням, меняют знак, в то вре-

мя как другие операторы остаются неизменными.

Аналогичной унитарных сдвиг, применяемый для двухподрешеточной модели,

делает отрицательными недиагональные элементы гамильтониана [125, 2]. В на-

шем случае гамильтониан (3.6) превращается в

H̃ =UHU−1

=
1

2

N−1∑

l=1

(−Js
l S

(s)+
l S

(s)−
l+1 − Js

l S
(s)−
l S

(s)+
l+1 − Ja

l S
(a)+
l S

(a)−
l+1 − Ja

l S
(a)−
l S

(a)+
l+1 )

+

N−1∑

l=1

(Js
l S

(s)z
l S

(s)z
l+1 + Ja

l S
(a)z
l S

(a)z
l+1 ) +

1

2

N∑

l=1

J⊥
l (S

(s)
l )2.

(3.11)
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Легко видеть, что член гамильтониана с J⊥, представленный последней суммой

в (3.11), диагонален в базисе (3.9), поскольку он состоит из спиновых квадратов.

Часть гамильтониана с коэффициентами J (s) порождает отрицательные недиа-

гональные элементы. В самом деле, симметризованные операторы спина описы-

вают спин ступени и действуют раздельно на синглетные и триплетные состояния

обычным способом. Соответствующие их матрицам недиагональные элементы по-

ложительны:

〈
0̃
∣∣S(s)+ |−1〉 = 〈1|S(s)+

∣∣0̃
〉
= 〈−1|S(s)− ∣∣0̃

〉
=
〈
0̃
∣∣S(s)− |1〉 =

√
2. (3.12)

Принимая во внимание тот факт, что коэффициенты Js
l положительны [см. (3.5)],

легко видеть, что все те ненулевые недиагональные элементы сдвинутого гамиль-

тониана (3.11), которые генерируются симметризованными спиновыми оператора-

ми, отрицательны.

И наконец, мы рассмотрим матричные элементы, которые соответствуют ан-

тисимметричным локальным членам гамильтониана (3.11). Они перемешивают

триплет с синглетом, все их ненулевые недиагональные матричные элементы при-

нимают следующие значения [57]:

〈0|S(a)+ |−1〉 = 〈−1|S(a)− |0〉 =
√
2, 〈1|S(a)+ |0〉 = 〈0|S(a)− |1〉 = −

√
2,

〈
0̃
∣∣S(a)z |0〉 = 〈0|S(a)z

∣∣0̃
〉
= 1.

(3.13)

Используя эти уравнения, можно получить все нетривиальные матричные эле-

менты, порождаемые частью гамильтониана с коэффициентом J (a). Нетривиаль-

ное действие членов с операторами S(a)± на соседние спины имеет следующий вид:

S
(a)∓
1 S

(a)±
2 |±1〉 ⊗ |∓1〉 = −2 |0〉 ⊗ |0〉 ,

S
(a)±
1 S

(a)∓
2 |0〉 ⊗ |0〉 = −2 |±1〉 ⊗ |∓1〉 ,

(3.14a)

S
(a)±
1 S

(a)∓
2 |0〉 ⊗ |±1〉 = 2 |±1〉 ⊗ |0〉 ,

S
(a)∓
1 S

(a)±
2 |±1〉 ⊗ |0〉 = 2 |0〉 ⊗ |±1〉 .

(3.14b)
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Действие же членов с S(a)z имеет вид:

S
(a)z
1 S

(a)z
2 |0〉 ⊗ |0〉 =

∣∣0̃
〉
⊗
∣∣0̃
〉
, S

(a)z
1 S

(a)z
2

∣∣0̃
〉
⊗
∣∣0̃
〉
= |0〉 ⊗ |0〉 , (3.15a)

S
(a)z
1 S

(a)z
2

∣∣0̃
〉
⊗ |0〉 = |0〉 ⊗

∣∣0̃
〉
, S

(a)z
1 S

(a)z
2 |0〉 ⊗

∣∣0̃
〉
=
∣∣0̃
〉
⊗ |0〉 . (3.15b)

Таким образом, заключаем, что элементы, порождаемые (3.14), приобретают

общий знак минус. В то же время элементы, соответствующие (3.15), входят в

новый гамильтониан с тем же знаком. Таким образом, член в (3.14b) лишь порож-

дает новые отрицательные недиагональные элементы в H̃, в то время как (3.14a) и

(3.15) порождают нежелательные положительные недиагональные элементы. Для

того, чтобы изменить их знак, мы заметим следующее.

Благодаря зеркальной симметрии, четность синглетных состояний сохраняет-

ся под действием каждого члена (3.11). Матричные элементы (3.14a) и (3.15a)

являются единственными, которые несут ответственность за создание и анниги-

ляцию синглетной пары. Другие элементы оставляют число синглетов без изме-

нений. Таким образом, умножив базисные состояния (3.9) на знаковый фактор

(−1)число синглетных пар = (−1)[N0/2], можно сделать отрицательными все матричные

элементы, порождаемые (3.14a) и (3.15a). При этом, знаковый фактор не влияет

на другие элементы матрицы.

Наконец, действие (3.15b) просто переставляет синглетное и Sz = 0 триплет-

ное состояния. Введем определенное упорядочение между парой |0〉 и
∣∣0̃
〉

внутри

состояния (3.9): если
∣∣0̃
〉

находится слева от |0〉, то будем считать их упорядо-

ченными. Обозначим через N00̃ количество неупорядоченных пар в (3.9). Заме-

тим, что операторы(3.15b) меняют порядок только одной пары. Поэтому, если мы

умножим базисное состояние на знаковый фактор (−1)N00̃ , все матричные элемен-

ты, порождаемые (3.15b), изменят знак и станут отрицательными, в то время как

другие останутся неизменными. Действительно, легко видеть, что перестановки

ближайших соседей
∣∣0̃
〉
|±1〉 ↔ |±1〉

∣∣0̃
〉

и |0〉 |±1〉 ↔ |±1〉 |0〉 не меняют количе-
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ство неупорядоченных пар N00̃, в то время как рождение и аннигиляция пары

(|±1〉 |∓1〉 ↔
∣∣0̃
〉 ∣∣0̃
〉

и |±1〉 |∓1〉 ↔ |0〉 |0〉) изменяют его значение на четное число.

Отметим, что подобный тип знакового фактора был использован для того, что-

бы доказать невырожденность относительных основных состояний для моделей

Гайзенберга с более высокой симметрией [124].

Таким образом, мы построили базис, в котором все недиагональные матричные

элементы гамильтониана (3.11) не положительны:

|m1, m2, . . . , mN〉 := (−1)[N0/2]+N
00̃ |m1〉 ⊗ |m2〉 ⊗ . . .⊗ |mN 〉 . (3.16)

3.2.3 Относительные основные состояния в Sz = M , R = σ

подпространствах

Благодаря сохранению проекции спина и зеркальной симметрии, гамильтониан

инвариантен в каждом подпространстве состояний с определенными значениями

проекции спина и отражения: Sz = M , R = σ, где M = −N,−N + 1, . . . , N и σ =

±1. Придерживаясь принятой терминологии, мы называем это подпространство

(M,σ) подпространством.

Напомним, что матрица называется связанной, если после произвольной пере-

становки ее столбцов и строк она не сводится к блок-диагональному виду. Исполь-

зуя формулы (3.12), (3.14), (3.15), легко показать, что матрица гамильтониана в

построенном нами базисе (3.16), будучи ограниченной на каждое подпространство

(M,σ), является связанной.

Теперь выполнены все условия теоремы Перрона-Фробениуса, и мы приходит

к следующему результату:

• Относительное основное состояние |Ω〉M,σ гамильтониана H̃ в подпростран-

стве (M,σ) является невырожденным и представляется в виде положитель-
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ной суперпозиции всех базисных состояний:

|Ω〉M,σ =
∑

∑
l ml=M

(−1)N0=σ

ωm1...mN
|m1, m2, . . . , mN〉 , ωm1...mN

> 0. (3.17)

Состояние |Ω〉M,σ должно иметь определенное значение полного спина SM,σ. В

противном случае, он может быть представлено в виде суперпозиции независимых

состояний с разными спинами, но равными энергиями. Это противоречило бы с

условием единственности. Очевидно также, что если некоторые спин-S состояние

не является ортогональным к состоянию |Ω〉M,σ, то SM,σ = S. Ниже это свойство

используется для того, чтобы определить значение SM,σ.

Из-за сохранения спина SM,σ = S−M,σ. Таким образом, можно рассматривать

только неотрицательные значения M .

Если σ = (−1)N−M , то состояние |φ〉 = | 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
M

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−M

〉, которое является

состоянием со старшим весом мультиплета S = M , входит в сумму (3.17). Та-

ким образом, он перекрывается с относительным состоянием, и, в соответствии с

приведенными аргументами, SM,σ =M .

Иначе, если σ = (−1)N−M−1, то оба состояния

|0̃, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
M

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−M−1

〉, |1, 0̃, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
M−1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−M−1

〉

также представлены в разложении |Ω〉M,σ с положительными коэффициентами.

Поэтому их сумма с точностью до несущественного множителя может быть пред-

ставлена в виде

|ψ〉 =
√

1/2
(
|1〉 ⊗

∣∣0̃
〉
+
∣∣0̃
〉
⊗ |1〉

)
⊗ |1, . . . , 1, 0, . . . , 0〉

и, конечно, перекрывается с (3.17). |ψ〉 имеет определенное значение спина, которое

мы сейчас определим. Напомним, что мы в настоящий момент работаем с гамиль-

тонианом (3.11), который получается от первоначального унитарными сдвигом.
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Возвращаясь к нему, мы должны перенести состояния обратно. Таким образом,

исходное состояние пропорционально

U−1 |ψ〉 = U |ψ〉 ∼
√

1/2
(
− |1〉 ⊗

∣∣0̃
〉
+
∣∣0̃
〉
⊗ |1〉

)
⊗ | 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

M−1

, 0, . . . , 0〉,

Первый множитель – состояние старшего веса триплета, который получается при

разложении двух триплетов, тогда как второй множитель является старшим со-

стоянием S =M −1 мультиплета. Вместе они образуют старшее состояние S =M

мультиплета. Таким образом, SM,σ =M также и в случае σ = (−1)N−M−1.

Рассмотрим теперь два подпространства с M = 0. Для σ = (−1)N состояние,

состоящее из димеров на вертикальных ребрах, участвует в сумме (3.17), поэтому

относительное основное состояние тоже является синглетом: S0,σ = 0. Если же

σ = (−1)N−1, то триплетное состояние |0̃, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−1

〉 входит в указанную сумму, и,

следовательно, относительное основное состояние – триплет.

Подводя итоги, мы приходим к следующему выводу:

• Относительное основное состояние |Ω〉M,σ принадлежит мультиплету спина

S = |M | за исключением случая M = 0 и σ = (−1)N−1, когда оно входит в

триплет. Иначе говоря,

SM,σ =





1 если M = 0 и σ = (−1)N−1

|M | для других значений M и σ.

(3.18)

3.2.4 Упорядочение минимальных уровней энергии в раз-

личных спиновых секторах

Рассмотрим ограничение гамильтониана на сектор с определенным значением пол-

ного спина и отражения. Очевидно, относительное основное состояние |Ω〉M,σ так-

же является состоянием с минимальной энергией в секторе с S = SM,σ и R = σ.

Обозначим через ES,σ наинизший уровень энергии в этом секторе. Из невырожден-

ности относительного основного состояния следует, что уровень ES,σ с S = SM,σ

124



должен быть невырожденным и в данном секторе, т. е. должен содержать только

один спин-S мультиплет с четностью σ. Это именно тот мультиплет, который со-

держит само состояние |Ω〉M,σ. Используя (3.18), легко видеть, что любой уровень

ES,σ не вырожден, за исключением, пожалуй, уровня с S = 0 и σ = (−1)N−1.

Кроме того, каждое подпространство (M,σ) содержит по одному представи-

телю от любого мультиплета с четностью σ и спином S ≥ |M |. Таким образом,

состояние |Ω〉M,σ обладает минимальной энергией среди всех этих мультиплетов.

Согласно (3.18), его спин равен SM,σ = |M | при условии, что σ = (−1)N . Из един-

ственности относительного основного состояния вытекает, что все уровни ES,σ со

спином S > SM,σ расположены выше уровня с S = SM,σ. Следовательно, ES,σ –

монотонно возрастающая функция от S. Если σ = (−1)N−1, то последние уравне-

ние справедливо только при |M | > 0 и, следовательно, ES,σ возрастает в области

S ≥ 1.

Мы приходим к следующему выводу:

• Минимальные уровни энергии ES,σ не вырождены (за возможным исключе-

нием случая S = 0 и σ = (−1)N−1) и упорядочены в соответствии с правилом

ES1,σ > ES2,σ (3.19)

(a) в секторе σ = (−1)N если S1 > S2, (b) в секторе σ = (−1)N−1, если

S1 > S2 ≥ 1, или S1 = 0, S2 = 1.

Это правило позволяет определить полный спин минимальных энергетических

состояний в симметричном и несимметричном секторах в целом.

• Основное состояние во всем σ = (−1)N секторе является синглетом, а в σ =

(−1)N−1 секторе – триплетом. В обоих случаях оно не вырождено.
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3.3 Основное состояние

3.3.1 Точные результаты

Установленное правило (3.19) не соотносит уровни энергии симметричных секто-

ров с уровнями антисимметричных. Ясно, что основное состояние системы в целом

совпадает с минимальной энергией либо симметричного, либо антисимметрично-

го сектора. Если же минимальные уровни в обоих секторах совпадают, общее ос-

новное состояние становится вырожденным. Используя результаты предыдущего

раздела, мы приходим к следующему выводу:

• Основное состояние фрустрированной спиновой лестницы с коэффициентами

взаимодействий, удовлетворяющими условию (3.2), может быть: невырож-

денным синглетом с σ = (−1)N , невырожденным триплетом с σ = (−1)N−1,

или их суперпозицией, т. е. синглет ⊕ триплет.

Гамильтониан (3.1) для определенной области параметров относится к широкому

классу зеркально-симметричных моделей, рассмотренных Либом и Шупом [129].

Используя их результаты, мы показали, что все основные состояния гамильтониа-

на (3.1) являются синглетами при условии J⊥
l > |J×

l−1|+|J×
l | [83]. Отметим, что этот

результат справедлив для любых значений J
‖
l , в том числе и ферромагнитных.

Комбинируя вместе результаты Либа и Шупа с нашими, мы приходим к выво-

ду, что при условии

J⊥
l > |J×

l−1|+ |J×
l | and J

‖
l > |J×

l |.

только первый случай выше может иметь место, то есть основное состояние явля-

ется невырожденным σ = (−1)N синглетом. Подробный вывод приведен в работе

[83].

Для случая однородной лестницы, когда значения параметров не зависят от

расположения узла решетки, можно показать, что [83]:
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Рис. 3.3: Два минимальных значения энергии, полученные точной диагонализацией

модели с 18 узлами (N = 9), в зависимости от J⊥. Соответствующие состояния

имеют разные значения спина S и отражения σ. Уровни пересекаются в некоторой

точке.

• Основное состояние фрустрированной спиновой лестницы конечных разме-

ров с антиферромагнитными взаимодействиями вдоль ступеней J⊥ и цепей

J‖ является невырожденным спин-синглетном с четностью σ = (−1)N при

условии J⊥ ≥ 2J× > −J⊥ и J‖ > |J×|.

Следует подчеркнуть, что этот результат является строгим только для систем

конечных размеров.
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Рис. 3.4: Основное состояние и наинизшее возбуждение системы с 20 узлами (N =

10), полученные точной диагонализацией для различных значений J⊥. Оба состояния

характеризуются одними и теми же квантовыми числами. Уровни не пересекаются

в полном согласии с нашими точными результатами.

3.3.2 Термодинамический предел и сравнение с другими под-

ходами

Полученные нами результаты согласуются со свойствами основного состояния

фрустрированных спиновых лестниц, которые интенсивно исследовались в лите-

ратуре до сих пор. Из наших результатов неясно, будет ли иметь место синглет-

триплетное вырождение для системы конечного размера. Кроме того, в термо-

динамическом пределе N → ∞, может произойти дополнительное вырождение

энергетических уровней и, в принципе, строгое неравенство (3.19) должно быть

заменено нестрогим. Исследования, проведенные различными методами, позво-

ляют заключить, что все три возможности для основного состояния, описанные
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в предыдущей части, могут иметь место. Действительно, вырождение основного

состояния происходит только в критических точках, в то время как в большин-

стве случаев основное состояние является единственным σ = (−1)N синглетом

или σ = (−1)N−1 триплетом. Это свойство остается в силе и в термодинамическом

пределе. Оставшаяся часть этого раздела посвящена тестированию нашего точно-

го результата и более детальному сравнению с данными, полученными другими

методами.

Анализ случая слабой связи между двумя цепочками (J⊥, J× ≪ J‖) на основе

подхода конформной теории поля показывает, что при J⊥ > 2J× основное состоя-

ние имеет тенденцию к образованию синглетов вдоль ступеней и триплетов вдоль

диагоналей, а при J⊥ < 2J× имеет склонность к образованию триплетов вдоль

ступеней и синглетов вдоль диагоналей [8]. В первом случае, основное состояние

соответствует основному состоянию обычной лестницы, диммеризованному вдоль

ступеней, в то время как во втором – основному состоянию цепочки Холдейна спи-

на 1. В обоих случаях оно является невырожденным. Эти две фазы принадлежат

к одному и тому же классу универсальности, потому что существует непрерывный

путь, соединяющий их и не содержащий критических точек [205], Различие между

ними имеет топологических характер, как указано нами в главе 2. Для J⊥ = 2J×

димеризованные основные состояния обоих типов существуют, что обуславливает

их двукратное вырождение [8]. Численное моделирование, проведенное в главе 2,

подтверждает эту картину и распространяет кривую фазового перехода вне обла-

сти слабой связи. Кривая перехода удовлетворяет соотношению J⊥ < 2J×, касаясь

линии J⊥ = 2J× в пределе слабой связи.

Основные состояния лестниц с четным и нечетным числом ступеней различа-

ются своими свойствами. Сначала рассмотрим случай нечетного числа ступеней.

При малых значениях J⊥ имеет место фаза Холдейна, что соответствует основно-

му триплетному состоянию с σ = 1, в то время как большие значения приводят к
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образованию димеров вдоль ступеней, что соответствует σ = −1. В некоторой про-

межуточной точке эти две уровни энергии пересекаются, что соответствует выше-

упомянутому случаю с вырожденным синглет-триплетным основным состоянием.

Точка пересечения уровней приближается к критической линии в термодинамиче-

ском пределе. Численное исследование систем малых размеров подтверждает эту

картину. На Рис. 3.3 два наинизших уровня системы с 18 узлами (N = 9), получен-

ные точной диагонализацией гамильтониана, приведены для различных значений

J⊥. Рисунок четко указывает на пересечение обоих уровней в определенной точке.

Напротив, для четного числа ступенек лестницы состояние Холдейна и сту-

пенчатые димеры являются синглетами и находится в секторе σ = 1. Но теперь

пересечение этих уровней запрещено, потому что наши результаты исключают

наличие дважды вырожденного синглетного основного состояния для систем ко-

нечного размера. На Рис. 3.4 мы представляем два наинизших уровня, получен-

ные путем численной диагонализации системы с 20 узлами (N = 10), для зна-

чений параметров, близких к модели композитного спина J‖ = J×. Оба уровня

сближаются, но не пересекаются. Это происходит в точке композитного спина,

которая находится вне области определения (3.2) параметров нашей модели. Эта

модель будет обсуждаться в следующем разделе. В термодинамическом пределе

ближайшая точка двух уровней приближается к точке пересечения соответству-

ющих уровней нечетной лестницы, что соответствует точке фазового перехода.

Аналогичное поведение наблюдается и для ферромагнитных взаимодействий

вдоль ступеней и диагоналей (J⊥ < 0 и J× < 0). Большие значения |J⊥| соот-

ветствуют фазе Холдейна, а ее малые значения – димерам вдоль ступеней. Кри-

вая фазового перехода в термодинамическом пределе удивительно близка к линии

J⊥ = 2J× [220] и совпадает с ней в пределе слабой связи между двумя цепочками

[8]. Эта кривая была вычислена с высокой точностью с применением различных

граничных условий для каждого фазы в главе 2 данной диссертационной работы.
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Небольшое отклонение от нее наблюдается только вблизи ферромагнитной фазы.

3.4 Сравнение с известными результатами

В этом разделе мы сравним свойства гамильтониана обобщенной спиновой лест-

ницы (3.1), (3.2), установленные в предыдущем разделе, с данными, полученными

ранее при некоторых конкретных значениях констант связи.

3.4.1 Ферромагнитные поперечные взаимодействия

Если положить все константы взаимодействий вдоль ступеней лестницы ферро-

магнитными, а остальные – антиферромагнитными, то спиновая лестница (3.1)

становится двухподрешеточной системой. Две образующие подрешетки A и B со-

стоят из спинов, расположенных, соответственно, на четных и нечетных ступенях.

Тогда выполнены условия стандартной теоремы Либа-Маттиса [125], и изингов-

ский базис после унитарного преобразования (3.10) становится отрицательным.

Поэтому, относительное основное состояние |Ω〉M является единственным во всем

подпространстве Sz = M и является собственным состоянием оператора отраже-

ния. Соответствующее собственное значение σ = 1, потому что |Ω〉M является

положительной суперпозицией сдвинутых базисных состояний [125], а оператор

сдвига (3.10) остается неизменным при отражении. Таким образом, в этом случае

минимальная энергия в симметричном секторе ниже, чем в антисимметричном

секторе: ES = ES,1 < ES,−1.

Как было отмечено, основное состояние не вырождено и имеет спин Sgs =

|SA−SB|, [125, 131], т. е. является синглетом для четных значений N и триплетом

для нечетных N . В обоих случаях σ = 1. Это согласуется с нашими результата-

ми, которые утверждают, что σ = (−1)N для синглетного основного состояния и

σ = (−1)N−1 для триплетного. Все перечисленные свойства похожи на свойства
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цепочки Холдейна со спином 1, так как ферромагнитные ступени делают предпо-

чтительным образование там триплетов, и низкоэнергетические свойства хорошо

описываются моделью Холдейна [96, 201].

3.4.2 Ферромагнитное взаимодействие вдоль диагоналей

Рассмотрим теперь лестницу, где ферромагнитными являются только диагоналы-

ные взаимодействия, а остальные – антиферромагнитными. Низкоэнергетические

свойства этой системы были исследованы в последнее время в работе [220]. Мо-

дель содержит стандартную антиферромагнитную спиновую лестницу как част-

ный случай. В этом случае система тоже становится двухподрешеточной. Подре-

шетка A состоит из нечетных узлов первой цепи и четных второй цепи, а подре-

шетка B состоит из четных узлов первой цепи и нечетных второй, как на шахмат-

ной доске. Данного вида разделение имеет место также и на квадратной решетке.

Оператор вращения спина, приводящий к отрицательному базису, задается выра-

жением U ′ = exp (iπSz
A), где Sz

A =
∑

l(S
z
1,2l−1 + Sz

2,2l) определяет проекцию спина

подрешетки A [125]. Как и в предыдущем случае, относительное основное состоя-

ние |Ω〉M в M подпространстве является положительной комбинацией смещенных

базисных состояний:
∣∣∣m1,1,...,m1,N

m2,1,...,m2,N

〉
= U ′

(∣∣∣m1,1

m2,1

〉
⊗ · · · ⊗

∣∣∣m1,N

m2,N

〉)
, где m =↑, ↓. Теперь,

используя определения R и U ′ и простые расчеты, получаем:

R
∣∣∣m1,1,...,m1,N

m2,1,...,m2,N

〉
= eiπ(S

z−2Sz
A)
∣∣∣m2,1,...,m2,N

m1,1,...,m1,N

〉
= (−1)N−M

∣∣∣m2,1,...,m2,N

m1,1,...,m1,N

〉
.

Следовательно, имеем:

R|Ω〉M = (−1)N−M |Ω〉M .

Таким образом, из двух (M,σ) подпространств с различными значениями σ, ми-

нимальным уровнем энергии обладает подпространство σ = (−1)N−M , т.е. ES =

ES,σ < ES,−σ. Основное состояние является спиновым синглетом с четностью σ =

(−1)N в соответствии с нашими результатами в Раз. 3.2.
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3.4.3 Модель составного спина

Одинаковые значения диагональных и продольных связей (J×
l = J

‖
l ) соответству-

ют так называемой модели составного спина (composite spin) [186]. Эти значения

параметров связи находятся вне диапазона (3.2), где верны наши результаты. Тем

не менее, в силу непрерывности, некоторые результаты все еще остаются в силе

в этом предельном случае. В частности, правило упорядочения выполняется при

замене строгого неравенства в (3.19) на нестрогое, как и в термодинамическом

пределе.

С другой стороны, результаты, связанные с единственностью относительных

основных состояний не могут быть применены здесь. Действительно, в данном

случае, J
(a)
l = 0 и антисимметризованный член, который несет ответственность за

обмен между синглетными и триплетными состояниями на ступенях, отсутствует

в гамильтониане (3.11). Спины отдельных ступеней являются сохраняющими ве-

личинами [212]. Таким образом, все синглеты остаются замороженными на своих

местах, и гамильтониан больше не представляется связанной матрицей на подпро-

странстве (M,σ).

При постоянных значениях констант взаимодействий основное состояние было

получено в явном виде [212]. При малых J⊥, оно сводится к основному состоянию

цепочки Холдейна (S = 0, для четного N , S = 1 для нечетного N и σ = 1 всегда),

в то время как большие его значения приводят к синглетам вдоль ступеней |0〉 ⊗

· · · ⊗ |0〉 [S = 0, σ = (−1)N ]. Это хорошо согласуется с нашими результатами в

Раз. 3.3. Оба состояния являются собственными для гамильтониана, что делает

пересечение уровней в некоторой критической точке J⊥
c (N) < 2J× неизбежным.

При четных N вырождение исчезает при слабом отклонении от точки составного

спина, как это обсуждалось в Раз. 3.3. Тем не менее, две наинизшие уровни по-

прежнему подходят близко друг к другу, как показано на Рис. 3.4.
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Рис. 3.5: Спиновая лестница с примесным спином s0 на границе, обозначенном светлой

точкой. Спины остальных узлов равны 1/2.

3.5 Фрустрированная лестница с примесями на гра-

нице

Рассмотрим фрустрированную лестницу спина 1/2 с примесью спина s0, как по-

казано на Рис. 3.5. Исходный гамильтониан (3.1) дополняется граничным членом

Himp = J0 S0 · S(s)
1 , J0 > 0, который сохраняет зеркальную симметрию.

3.5.1 Относительные основные состояния

После вращения спинов на нечетных ступенях на угол π вокруг оси z с помощью

унитарного оператора (3.10) член с примесью принимает следующий вид:

H̃imp = UHimpU
−1 = −J0

2
(S+

0 S
(s)−
1 + S−

0 S
(s)+
1 ) + J0S

z
0S

(s)z
1 .

Мы будем работать здесь в базисе, который является естественным продолжением

прежнего базиса (3.16):

|m0〉 ⊗ |m1, . . . , mN 〉 = (−1)[N0/2]+N
00̃ |m0〉 ⊗ |m1〉 ⊗ . . .⊗ |mN〉 . (3.20)

Здесь |m0〉 := |s0, m0〉, где m0 = −s0, . . . , s0 − 1, s0, является обычным базисом

мультиплета спина s0. Все ненулевые элементы матрицы S±
0 положительны:

〈m0|S+
0 |m0 − 1〉 = 〈m0 − 1|S−

0 |m0〉 =
√

(s0 +m0)(s0 −m0 + 1) > 0.

Легко видеть, что спиновые обмены, обусловленные граничным членом, не влияют
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на знаковый множитель (−1)[N0/2]+N
00̃ . Из этого, а также из (3.12) следует, что H̃imp

имеет только неположительные недиагональные элементы в базисе (3.20).

Объемная часть (3.11) гамильтониана также неположительна в этом базисе,

как уже доказано в Раз. 3.2. Таким образом, весь гамильтониан H̃ + H̃imp тоже

не имеет положительных недиагональных элементов. Его ограничение на любое

(M,σ) подпространство с фиксированными проекцией спина M и четностью σ

связано. Применяя снова теорему Перрона-Фробениуса, приходим к выводу, что

относительные основные состояния H̃+ H̃imp отдельных (M,σ) подпространств не

вырождены и являются положительной суперпозицией всех базисных состояний

(3.20):

|Ω〉M,σ =
∑

∑
l ml=M

(−1)N0=σ

ωm0...mN
|m0〉 ⊗ |m1, . . . , mN〉 , ωm0...mN

> 0. (3.21)

Теперь обратимся к определению спина SM,σ этого состояния. Для этого по-

строим пробное состояние с определенным значением спина и положительными

или нулевыми коэффициентами его разложения (3.20), и поэтому оно будет пе-

рекрываться с относительными состояниями (3.21). Тогда единственность относи-

тельного состояния будет означать, что оба состояния имеют одинаковое значение

спина.

Из-за симметрии при спиновом отражении оба состояния |Ω〉±M,σ имеют оди-

наковый спин. Таким образом, без ограничения общности мы можем рассмотреть

только случай M ≥ 0. Рассмотрим сначала значения M ≥ s0 и докажем, что

SM,σ =M .

В секторе σ = (−1)N−M+s0 есть простое старшее состояние |s0〉⊗| 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
M−s0

, 0, . . . , 0〉

в мультиплете со спином S = M . Оно совпадает с точностью до несущественного

знакового фактора с одним из основных состояний (3.20). Таким образом, в этом

случае SM,σ =M .

Для противоположного значения четности при отражении [σ = (−1)N−M+s0−1],
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возьмем в качестве тестового состояние

|ψ′〉 =
(√

s0
s0 + 1

|s0〉 ⊗
∣∣0̃
〉
+

1√
s0 + 1

|s0 − 1〉 ⊗ |1〉
)
⊗ | 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

M−s0

, 0, . . . , 0〉,

которое можно рассматривать как обобщение состояния |ψ〉, использованного для

системы со свободными границами. |ψ′〉 является положительной суперпозицией

двух базисных состояний из (3.20). Как уже было показано ранее для состояний

|ψ〉, его спин может быть найден переходом к исходному H представлению |ψ′〉 →

U−1 |ψ′〉. В результате меняется только знак второго слагаемого в квадратных

скобках. Легко проверить, что
√

s0
s0+1

|s0〉 ⊗
∣∣0̃
〉
−
√

1
s0+1

|s0 − 1〉 ⊗ |1〉 является

старшим состоянием мультиплета со спином s0, который появляется в разложении

тензорного произведения двух мультиплетов со спинами s0 и 1. Таким образом,

спин сдвинутого состояния U−1 |ψ′〉 совпадает с M .

Далее, рассмотрим значения 0 ≤ M < s0, которые важны при s0 ≥ 1. Мы

покажем, что в данном случае относительные основные состояния в (M,σ) под-

пространствах принадлежат мультиплету спина SM,σ = s0, если σ = (−1)N . В

противном случае они будут принадлежать мультиплету спина SM,σ = s0 − 1.

Первое утверждение легко доказать, используя для проверки базисное состояние

|M〉 ⊗ |0, . . . , 0〉 спина s0. Во втором случае мы выбираем в качестве тестового

состояние

|ψ′′〉 = |χ〉 ⊗ |0〉 ⊗ . . .⊗ |0〉︸ ︷︷ ︸
N−1

,

где

|χ〉 =
√

(s0 −M + 1)(s0 −M)

2s0(2s0 + 1)
|M − 1〉 ⊗ |1〉+

√
(s0 −M)(s0 +M)

s0(2s0 + 1)
|M〉 ⊗

∣∣0̃
〉

+

√
(s0 +M + 1)(s0 +M)

2s0(2s0 + 1)
|M + 1〉 ⊗ |−1〉 .

Легко видеть, что |ψ′′〉 является положительной суперпозицией трех состояний

из базисного набора (3.20). Действие U−1 на |ψ′′〉 меняет только знак первого и
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последнего членов |χ〉, порождая состояние спина S = s0−1, как легко убедиться,

применив к нему оператор (S0 + S
(s)
1 )2.

В итоге, суммируя полученные результаты, мы приходим к следующему за-

ключению.

• Для лестницы с диагональными взаимодействиями, удовлетворяющими усло-

вию (3.2) и граничной примесью спина s0 с антиферромагнитными связями

относительное основное состояние в (M,σ) подпространстве не вырожде-

но и принадлежит мультиплету со спином

SM,σ =





|M | if |M | ≥ s0

s0 if |M | < s0 и σ = (−1)N

s0 − 1 if |M | < s0 и σ = (−1)N−1.

(3.22)

Заметим, что при значении спина примеси, равному s0 = 1/2, выполняется

только первое условие, и SM,σ = |M |.

3.5.2 Правило упорядочения и основное состояние

Используя значение спина относительного состояния (3.22) и его единственность,

можно сравнивать минимальные уровни энергии ES,σ секторов с фиксированным

спином и знаком при отражении и устанавливать их степень вырождения точно

так же, как и это было сделано выше для системы с открытыми граничными

условиями.

При σ = (−1)N , как видно из (3.22), энергетический уровень ES,σ не вырожден

для любого S ≥ s0. Единственность относительного основного состояния пред-

полагает, что все минимальные уровни для спинов S > SM,σ выше уровня для

S = SM,σ, который содержит само состояние |Ω〉M,σ. Таким образом, ES,σ является

монотонной возрастающей функцией спина в области S ≥ s0. Для S < s0 степень
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вырождения уровня и порядок уровней не ясны. Все относительные основные со-

стояния |Ω〉M,σ с |M | ≤ s0 образуют спин-s0 мультиплет с наименьшим значением

энергии среди всех состояний с четностью σ = (−1)N .

При σ = (−1)N−1 уровень ES,σ не вырожден для любого S ≥ s0 − 1. Мини-

мальная энергия ES,σ является монотонно возрастающей функцией спина в диа-

пазоне S ≥ s0 − 1. В случае s0 ≥ 1 все относительные основные состояния |Ω〉M,σ

с |M | ≤ s0 − 1 объединены в один S = s0 − 1 мультиплет с минимальной энергией

среди состояний с четностью σ = (−1)N−1.

Следующее утверждение подводит итог нашей дискуссии.

• Для лестницы с диагональными взаимодействиями, удовлетворяющими усло-

вию J
‖
l > |J×

l |, с антиферромагнитно связанной граничной примесью спина

s0 наинизшие уровни энергии в секторах с фиксированными значениями спи-

на S и четности σ упорядочены в соответствии с правилом ES1,σ > ES2,σ:

в секторе σ = (−1)N при S1 > S2 ≥ s0 или S1 < S2 = s0, а в секторе

σ = (−1)N−1 при S1 > S2 ≥ s0 − 1 или S1 < S2 = s0 − 1.

• Основное состояние модели в секторе σ = (−1)N образует S = s0 мульти-

плет, а в секторе σ = (−1)N−1 – S = |s0 − 1| мультиплет. В обоих случаях

мультиплет является невырожденным.

Как и для лестничной модели без примесей, здесь также не сравниваются энер-

гии секторов с различными четностями. Тем не менее, можно получить информа-

цию об общем основном состоянии. Оно является невырожденным и принадлежит

либо σ = (−1)N сектору и, следовательно, имеет спин S = s0, либо σ = (−1)N−1

сектору и имеет спин, равный S = |s0 − 1|. Если уровни в обоих секторах сов-

падают, что может произойти, например, за счет дополнительных симметрий, то

основное состояние становится вырожденным и представляет собой суперпозицию
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двух мультиплетов со значениями спинов s0 и |s0 − 1|. Таким образом, основное

состояние является не более чем двукратно вырожденным.

3.5.3 Пример периодической цепочки со спином 1/2 с нечет-

ным числом спинов

Трансляционно-инвариантная периодическая цепочка со спином 1/2 с нечетным

N ′ = 2N + 1 числом спинов является частным случаем общего класса фрустри-

рованных спиновых лестниц с граничным спином. Она соответствует s0 = 1/2 и

J0 = J
‖
l = J⊥

N с нулевыми значениями для других коэффициентов связи. Эта мо-

дель точно решается методом Бете анзаца [110], как и его более известный аналог

с четным числом спинов, но многие его свойства отличаются от четной цепоч-

ки. [19]. В частности, четная цепoчка – двухподрешеточная система, и обычная

теорема Либа-Маттиса справедлива для нее, в то время как нечетная цепь явля-

ется фрустированной системой. Заметим, что построено ее классическое основное

состояние и минимальная энергия точно вычислена [176].

Система обладает дополнительной симметрией: оно остается неизменным по

отношению к циклическим трансляциям на один шаг решетки T . Операторы транс-

ляции и отражения удовлетворяют коммутационным соотношениям RT = T−1R.

Таким образом, если |ψ〉 является собственным состоянием в T с собственным

значением eiφ, то отраженное состояние R|ψ〉 является собственным состоянием

с собственным значением e−iφ. Таким образом, для всех значений импульса, за

исключением φ = 0, π, уровни энергии периодической цепочки, по крайней мере,

двукратно вырождены.

Относительные основные состояния четной трансляционно-инвариантной це-

почки имеют только исключительные значения импульсов (0 или π), что согла-

суется с их невырожденностью. С другой стороны, для нечетных цепочек, точ-
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ное решение показывает, что относительные основные состояния в Sz = M под-

пространствах являются двукратно вырожденными с двумя противоположными

импульсами φ = ±π(M + 1/N ′) [110]. Это согласуется с нашими результатами.

Таким образом, относительные основные состояния в симметричных и антисим-

метричных M подпространствах имеют одинаковую энергию. Причиной вырож-

дения является трансляционная симметрия, которая смешивает эти два состоя-

ния. Таким образом, минимальные уровни в симметричных и антисимметричных

секторах совпадают (ES,1 = ES,−1 = ES) а исключением, конечно, M = ±N ′/2

подпространств, где присутствует только ферромагнитное состояние. Кроме того,

антиферромагнитное упорядочение (ES1
> ES2

при S1 > S2) имеет место так же

как и для четной модели. Общее основное состояние является комбинацией двух

спиновых дублетов с разными четностями при отражении.

3.6 Периодическая спиновая лестница

Рассмотрим теперь лестницу с периодическими граничными условиями. Основная

часть гамильтониана (3.1) дополняется членом

Hper = J
‖
N(S1,N · S1,1 + S2,N · S2,1) + J×

N (S1,N · S2,1 + S1,1 · S2,N),

который описывает взаимодействие между первой и последней ступенькой лест-

ницы. Исходя из условия (3.2), наложим ограничение J⊥
N > |J×

N | на граничные

взаимодействия. В выражение гамильтониана через симметризованные и анти-

симметризованные операторы спина (3.4) граничный член дает вклад

Hper = Js
N S

(s)
N · S

(s)
1 + Ja

N S
(a)
N · S

(a)
1 ,

где коэффициенты Js
N , Ja

N приведены в (3.5). Оба они антиферромагнитны.
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3.6.1 Учет матричных элементов от граничных взаимодей-

ствий

Под действием унитарного оператора сдвига (3.10) полный гамильтониан приоб-

ретает вид H̃ + H̃per, где H̃ приведен в (3.11), а

H̃per = UHperU
−1 =

(−1)N−1

2

(
Js
NS

(s)+
1 S

(s)−
N + Js

NS
(s)−
1 S

(s)+
N + Ja

NS
(a)+
N S

(a)−
1

+Ja
NS

(a)−
N S

(a)+
1

)
+ Js

NS
(s)z
1 S

(s)z
N + Ja

NS
(a)z
1 S

(a)z
N .

(3.23)

Граничный член H̃per порождает положительные недиагональные элементы в

базисе (3.16), в котором объемная часть H̃ полного гамильтониана является отри-

цательным. Это можно проверить, используя вид знакового множителя (−1)N−1

в (3.23) и то, что знаковый множитель (−1)N00̃ в базисных состояниях (3.16) яв-

ляется существенно нелокальным.

Член S
(s)z
1 S

(s)z
N диагонален в базисе (3.16). Остальные члены же имеют недиа-

гональные элементы. Во-первых, рассмотрим матричные элементы, которые гене-

рируются членами, содержащими S(a)z . Они не зависят от четности N . Используя

(3.15) и (3.16), легко проверить, что

〈
0̃, . . . , 0̃

∣∣S(a)z
1 S

(a)z
N |0, . . . , 0〉 =

〈
0, . . . , 0̃

∣∣S(a)z
1 S

(a)z
N

∣∣0̃, . . . , 0
〉
= (−1)N0+N

0̃
+1, (3.24)

где точками обозначены все промежуточные состояния ступеней, которые должны

быть одинаковыми для бра и кет состояний для того, чтобы матричный элемент

был бы отличен от нуля. Здесь N0 и N0̃ – числа синглетных и Sz = 0 триплетных

состояний вдоль ступенек.

Далее, рассмотрим матричные элементы, порожденные понижающими и по-

вышающими спиновыми операторами в (3.23). Принимая во внимание (3.12), по-
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лучаем

〈
0̃, . . . , 0̃

∣∣S(s)∓
1 S

(s)±
N |±1, . . . ,∓1〉 =

〈
±1, . . . , 0̃

∣∣S(s)±
1 S

(s)∓
N

∣∣0̃, . . . ,±1
〉

= (−1)N0 · 2,

〈0, . . . , 0|S(a)∓
1 S

(a)±
N |±1, . . . ,∓1〉 = 〈±1, . . . , 0|S(a)±

1 S
(a)∓
N |0, . . . ,±1〉

= (−1)N0̃ · 2.

(3.25)

Матричные элементы (3.24) и (3.25) вместе с транспонированными им являют-

ся единственными недиагональными элементами, порожденными H̃per. Они будут

отрицательными при условии (−1)N0̃
+N0 = (−1)N+N0 = (−1)N+N

0̃ = 1, потому что

значения констант Js
n и Ja

n положительны. С помощью соотношений σ = (−1)N0 и

(−1)M = (−1)N−N
0̃−N0 мы можем переписать последние уравнения в виде

σ = (−1)N = (−1)M . (3.26)

3.6.2 Относительные основные состояния

Вспомним, что основная часть гамильтониана имеет только неположительные

недиагональные элементы в базисе (3.16) для любого M и σ (см. Раз. 3.2). Таким

образом, весь гамильтониан неположителен только на тех (M,σ) подпростран-

ствах, которые удовлетворяют условию (3.26). Кроме того, в любом таком подпро-

странстве, ее матрица связана, потому что связана матрица H̃. Таким образом,

согласно теореме Перрона-Фробениуса, относительное основное состояние в каж-

дом (M,σ) подпространстве с квантовыми числами, удовлетворяющими (3.26), не

вырождено и представляется в виде положительной суперпозиций всех основных

состояний (3.17). Формула (3.18) здесь сводится к SM,σ = |M |. Результат выглядит

следующим образом.

• Для периодической фрустрированной лестницы с четным числом ступеней

относительные основные состояния в любом (M = четно, σ = 1) подпро-

странстве единственны и принадлежит мультиплету спина |M |. Для лест-
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ницы с нечетным числом ступеней это утверждение верно и в любом (M =

нечетно, σ = −1) подпространстве.

Как следствие, минимальные энергетические уровни ES,σ среди состояний с фик-

сированным спином S и четностью σ не вырождены при σ = 1 и четном S, а также

для σ = −1 и нечетных S. Кроме того, мы имеем частичное антиферромагнитное

упорядочение минимальных уровней энергии ES,σ.

• Для периодической лестницы с четным числом ступеней соотношение ES1,1 >

ES2,1 выполняется для любого четного S2 и любого S1 > S2. Основное состо-

яние в симметричном (σ = 1) секторе является единственным синглетом.

• Для лестницы с нечетным числом ступеней ES1,−1 > ES2,−1 для любого нечет-

ного S2 и любого S1 > S2.

В отличие от системы со свободными граничными условиями здесь остается

открытым вопрос о вырождении и спине основного состояния. Причиной является

отсутствие точных результатов для сектора с четностью σ = (−1)N−1.
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Рис. 3.6: Спиновая лестница с четырехспиновым циклическим взаимодействием по

плакетам.

3.7 Спиновая лестница с четырехспиновым цикли-

ческим взаимодействием

В данной главе рассмотрим спиновую лестницу с четырехспиновым циклическим

обменным взаимодействием. Гамильтониан задается выражением (см. Рис. 3.6)

H =
N−1∑

l=1

J
‖
l (S1,l · S1,l+1 + S2,l · S2,l+1) +

N∑

l=1

J⊥
l S1,l · S2,l

+

N−1∑

l=1

Kl(P
�

l,l+1 + P�−1
l,l+1).

(3.27)

Здесь оператор циклического обмена четырех спинов P� + P�−1 представляет

собой суперпозицию двух противоположных (по часовой стрелке и против часовой

стрелки) циклических перестановок четырех спинов вокруг каждого квадрата.

Наложим условия на константы взаимодействий:

J
‖
l > 2Kl > 0. (3.28)

Как и прежде, система сохраняет полный спин и обладает Z2 симметрией при

отражении относительно продольной оси, поэтому гамильтониан остается неиз-

менным на отдельных секторах с фиксированными значениями спина S и четности

σ = ±1 при отражении.
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3.7.1 Отрицательный базис

Ниже мы покажем, что все ненулевые недиагональные элементы гамильтониана

(3.27),(3.28) отрицательны в базисе

|m1, . . . , mN〉 = (−1)[N0/2]+N
00̃
+Modd |m1〉 ⊗ . . .⊗ |mN〉 . (3.29)

Здесь, как и прежде, ml = ±1, 0̃, 0 обозначает один из четырех двухспиновых

состояний (3.8), (3.7), N0 – число синглетов, a N00̃ – общее число пар (0, 0̃) в после-

довательности m1, . . . , mN , в которых 0 расположен слева от 0̃. Также мы ввели

число

Modd =
∑

l

m2l−1,

которое соответствует суммарной z-проекции всех спинов на нечетных узлах со-

ответствующей одномерной решетки.

3.7.2 Четырехспиновые перестановки

Перепишем гамильтониан в форме, более удобной для дальнейших целей. Четы-

рехспиновое взаимодействие выражается через операторы спина следующим об-

разом (см., например, [68]):

P�

l,l+1 + P�−1
l,l+1 = S1,l · S1,l+1 + S2,l · S2,l+1 + S1,l · S2,l + S1,l+1 · S2,l+1 + S1,l · S2,l+1

+ S1,l+1 · S2,l + 4(S1,l · S1,l+1)(S2,l · S2,l+1) + 4(S1,l · S2,l)(S1,l+1 · S2,l+1)

− 4(S1,l · S2,l+1)(S2,l · S1,l+1) + 1/4.

Используя соотношение S1 · S2 = P12/2 − 1/4, где оператор P12 переставляет два

спиновых состояния, можно представить это выражение в следующем виде:

P�

l,l+1 + P�−1
l,l+1 = 2(S1,l · S2,l+1 + S1,l+1 · S2,l) + P

‖
l,l+1 + P =

l,l+1 − P×
l,l+1. (3.30)

Здесь P
‖
l,l+1, P

=
l,l+1 и P×

l,l+1 обозначают, соответственно, продольные, поперечные и

диагональные перестановки спинов несоответствующего плакета.
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Используя (3.30), (3.3) и опуская несущественные скалярный член, приведем

гамильтониана (3.27) к следующему виду:

H =

N−1∑

l=1

(Js
l S

(s)
l · S

(s)
l+1 + Ja

l S
(a)
l · S

(a)
l+1) +

N−1∑

l=1

Kl(P
‖
l,l+1 + P =

l,l+1 − P×
l,l+1)

+
N∑

l=1

J⊥
l

2
(S

(s)
l )2.

(3.31)

В этом уравнении мы переопределили симметризованные и антисимметризован-

ные константы взаимодействий (3.5) без изменения их вида:

Js
l =

J
‖
l

2
+Kl, Ja

l =
J
‖
l

2
−Kl. (3.32)

Заметим, что аналогичное разложение для гамильтониана без четырехспинового

обмена было использовано в работах [212], [120]. Перестановки P ‖ и P × были

использованы в работе [68].

3.7.3 Отрицательность недиагональных элементов

Член гамильтониана с коэффициентом J⊥ является диагональным в базисе (3.29).

Оператор P
‖
l,l+1 также диагонален (с собственными значениями, равными ±1), так

как любой продольный триплет (синглет) симметричен (антисимметричен) при

отражении.

Члены с Js соответствуют так называемой модели композитного спина [186].

Они сохраняют продольные спины, так как S
(s)
l описывает полный спин l-й ступе-

ни. Синглеты остаются замороженными, и, следовательно, множитель (−1)[N0/2]+N
00̃

в (3.29) остается неизменным. Все ненулевые недиагональные матричные элемен-

ты возникают от обменов
∣∣0̃
〉
⊗
∣∣0̃
〉
↔ |±1〉 ⊗ |∓1〉 и

∣∣0̃
〉
⊗ |±1〉 ↔ |±1〉 ⊗

∣∣0̃
〉

двух

соседних триплетных состояний, которые меняют знак (−1)Modd . При этом они

совпадают с аналогичными матричными элементами цепочки Холдейна в базисе,

образованным состояниями (−1)Modd |m1〉 ⊗ . . .⊗ |mN〉 [125]. Таким образом, дан-

ная часть гамильтониана является неположительной в построенном нами базисе
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(3.29).

Ja матричные элементы, возникающие от антисимметризованных спинов га-

мильтониана, были рассмотрены в предыдущих разделах данной главы. В отличие

от симметричного случая, соответствующие операторы перемешивают триплет с

синглетом. Используя (3.13) и (3.29), легко проверить:

〈. . . , 0l, 0l+1, . . . |S(a)∓
l S

(a)±
l+1 |. . . ,±1l,∓1l+1, . . . 〉

= −2(−1)[N0/2]+N
00̃
+Modd−[N ′

0
/2]−N ′

00̃
−M ′

odd = −2,
(3.33)

где остающиеся неизменными узлы заменены точками. Действительно, согласно

определению N00̃ разность N00̃−N ′
00̃

в (3.33) является четным числом. Кроме того,

N ′
0 = N0 + 2 и Modd = M ′

odd ± 1 в зависимости от от того, является ли l четным

или нечетным. Поэтому, показатель в (3.33) – четное число, и уравнение верно.

Следующий нетривиальный элемент матрицы гамильтониана также является от-

рицательным, поскольку

〈. . . , 0l,±1l+1, . . . |S(a)∓
l S

(a)±
l+1 |. . . ,±1l, 0l+1, . . . 〉

= 2(−1)Modd−M ′
odd = 2(−1)±1 = −2,

(3.34)

а квантовые числа N00̃ и N0 одинаковы для обоих состояний.

Напротив, z проекции антисимметризованных операторов сохраняют кванто-

вое число Modd. Они также создают отрицательные матричные элементы:

〈. . . , 0l, 0l+1, . . . |S(a)z
l S

(a)z
l+1

∣∣. . . , 0̃l, 0̃l+1, . . .
〉
= (−1)N00̃

−N ′

00̃
+(N0−N ′

0
)/2,

= (−1)even−1 = −1
(3.35)

〈
. . . , 0̃l, 0l+1, . . .

∣∣S(a)z
l S

(a)z
l+1

∣∣. . . , 0l, 0̃l+1, . . .
〉
= (−1)N00̃

−N ′

00̃ = (−1)1 = −1. (3.36)

Выражения (3.33), (3.34), (3.35), (3.36) вместе с сопряженными им составляют

полный набор нетривиальных матричных элементов гамильтониана (3.31), порож-

денных членами с Ja.

Рассмотрим, наконец, недиагональные члены, которые несут ответственность

за четырехспиновый циклический обмен. Оператор P =
l,l+1 переставляет состояния
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на соседних ступенях. В то же время оператор P×
l,l+1 является знакопеременной

перестановкой: во время перестановки синглета с триплетным состоянием он по-

рождает дополнительный минус. Таким образом, разность P =
l,l+1 − P×

l,l+1 исчезает,

если спины на ступеньках совпадают. Если же они отличаются, этот оператор про-

сто переставляет их, умножая на 2. Тогда, используя определение (3.29), получаем

〈. . . , tl, 0l+1, . . . |P =
l,l+1 − P×

l,l+1 |. . . , 0l, tl+1, . . . 〉 = 2(−1)Modd−M ′
odd

+N
00̃
−N ′

00̃

= −2,
(3.37)

где t = 0̃,±1 – произвольное триплетное состояние. Действительно, Modd = M ′
odd,

и N00̃ −N ′
00̃

= 1 при t = 0̃. Для t = ±1 имеем: N00̃ = N ′
00̃

и |Modd −M ′
odd| = 1. Вме-

сте с сопряженным элементом это единственный неисчезающий недиагональный

матричный элемент, получающийся от четырехспинового циклического обмена.

В соответствии с ограничениями (3.28), налагаемыми на связи, коэффициенты

Js
l , J

a
l , Kl в (3.31) положительны. Это завершает доказательство того, что гамиль-

тониан не имеет положительных недиагональных матричных элементов в базисе

(3.29).

Гамильтониан инвариантен на каждом инвариантном подпространстве (M,σ).

Там же его матрица связана, как можно опять легко проверить. Таким образом,

выполняется условие теоремы Перрона-Фробениуса, и, как следствие, относитель-

ное основное состояние является невырожденным и представляется в виде поло-

жительной суперпозиции состояний (3.17).

3.7.4 Связь с цепочкой Холдейна и самодуальный предел

Значение спина SM,σ относительного основного состояния можно выявить путем

сравнения с аналогичным состоянием цепочки Холдейна, которая соответствует

ограничению

HHaldane =
∑

l

S
(s)
l · S

(s)
l+1
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на состояния с триплетами на всех ступенях, что соответствует модели состав-

ного спина. На самом деле, такие состояния в (3.29) образуют неположительный

базис для цепочки Холдейна [125]. Его относительное основное состояние |Ω〉M в

подпространстве Sz = M является положительной суперпозицией всех базисных

состояний и имеет максимально возможное значение спина, т. е. |M |, за исключе-

нием M = 0 при нечетных N , когда его спин равен единице. Таким образом, при

σ = 1 состояния |Ω〉M,σ и |Ω〉M перекрываются, и, следовательно, должны иметь

одинаковый спин.

Аналогично, ограничение модели составного спина на подпространство состоя-

ний с одним замороженным синглетом на последней ступени соответствует цепоч-

ке Холдейна сN−1 спинами. Поэтому, при σ = −1 спин состояния (3.17) совпадает

со спином соответствующего состояния цепи Холдейна, которая на один узел ко-

роче. Таким образом, спин относительного основного состояния совпадает с |M |

кроме случая M = 0 и σ = (−1)N−1, при котором он равен единице.

Рассмотрим отдельно предельный случай J
‖
l = 2Kl, когда Ja члены в (3.31) от-

сутствуют. Тогда
∑

l(S
(s)
l )2 коммутирует с гамильтонианом и с оператором полного

спина [146]. В результате группа симметрии SU(2)× Z2 расширяется до

SU(2)× U(1) = U(2).

U(1) симметрия отражает инвариантность относительно преобразований дуаль-

ности и приводит к сохранению числа синглетов N0 [100]. Пространство (M,σ)

разбивается на инвариантные подпространства с фиксированными числами син-

глетов, которые должны удовлетворять условию (−1)N0 = σ. Гамильтониан свя-

зан на каждом таком подпространстве. Следовательно, относительное основное

состояние единственно и является положительной суперпозицией состояний (3.29)

с проекцией спина Sz = M и N0 синглетами на вертикальных ребрах. Сравнивая

его с действием модели составного спина на состояния с синглетами на послед-
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них N0 ступенях, можно заключить, что относительное основное состояние имеет

максимально возможное значение спина.Исключением является случай M = 0 и

нечетного N − N0, когда оно является триплетным состоянием. Антиферромаг-

нитное упорядочение уровней энергии имеет место отдельно в каждом секторе

с фиксированным числом синглетов и соответствует упорядочению уровней для

цепочки Холдейна с N −N0 спинами.

При определенных значениях констант связи полученные результаты остаются

в силе и при включении диагональных взаимодействий S1,l · S2,l+1 + S1,l+1 · S2,l

в гамильтониан (3.27). Аналогичным образом можно рассмотреть и более общее

биквадратное взаимодействие вида

K ′
l(S1,l · S1,l+1)(S2,l · S2,l+1) + 4Kl(S1,l · S2,l)(S1,l+1 · S2,l+1)

−4Kl(S1,l · S2,l+1)(S2,l · S1,l+1)

с произвольными константами K ′
l , поскольку первое слагаемое диагонально в ба-

зисе (3.29).
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Глава 4

Обобщенные модели Хаббарда с

дополнительной симметрией

4.1 Упорядочение энергетических уровней для SU(N)

симметричных квантовых систем

Как уже отмечалось в предыдущих главах, исследование различных свойств ос-

новного состояния квантовых систем многих тел является важной и актуальной

проблемой физики конденсированных сред, в частности, высокотемпературной

сверхпроводимости и магнетизма. Квантовые числа, связанные с различными ви-

дами симметрии и степени вырождения существенным образом характеризуют

основное состояние и низкоэнергетическое поведение системы в целом.

В 1955 году Маршалл доказал, что основное состояние антиферромагнитной

одномерной модели Гейзенберга спина 1/2 кольцо с четным числом спинов яв-

ляется синглетом [137]. Этот результат был обобщен для произвольных значений

спина и размерности [128]. Единственность основного состояния была также уста-

новлена. Для друхподрешеточных систем Гайзенберга Либ и Маттис доказали что

основное состояние является невырожденным мультиплетом со спином, соответ-
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ствующим классическому состоянию Ниля. Они доказали также, что минималь-

ные уровни энергии при фиксированных значениях спина является возрастающей

функцией растут вместе с ростом спина [126, 131]. Это свойство спектра извест-

но как антиферромагнитного упорядочения уровней энергии. Обычная квантово-

механическая система одномерных взаимодействующих электронов с потенциалом

взаимодействия, не зависящим от скорости и спина, также обладают свойством

[127]. Этот факт известен как отсутствие одномерного ферромагнетизма.

Теорема Либа-Маттиса впоследствии была обобщена на различные спиновые и

фермионные решеточные системы, такие как цепочка спина 1 с биквадратичными

взаимодействиями [152], цепочка t−J [213] и расширенная цепочка Хаббарда [214],

друхподрешеточная модель Хаббарда на при половинном заполнении [182]. Фер-

ромагнитное упорядочение уровней энергии цепочки Гейзенберга спина 1/2 было

установлено в работе [153]. В главе 3 антиферромагнитное упорядочение уровней

энергии было установлено для фрустрированных лестниц со спином 1/2.

В первой части данной главы сформулирован и доказан аналог этой теоремы

для расширенных цепочек Хаббарда, обладающих симметрией относительно груп-

пы SU(N), которая включает в себя цепочку Сазерленда с обобщенным SU(N)

спином. Следует отметить, что в настоящее время спиновые и фермионные модели

с такой симметрией рассматриваются достаточно часто [72, 67, 168, 5]. Интерес к

ним обусловлен применением в системах ультрахолодных атомов [101, 65]. Инте-

ресная классификация спиновых цепочек с симметрией SU(N) на три различных

типа по их низкоэнергетическому поведению была предположена в работах [67,

168]. Она обобщает аналогичную классификацию обычных спиновых цепочек с

целыми и полуцелыми значениями спина [89].
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4.1.1 Фермионная цепочка с SU(N) симметрией.

Рассмотрим SU(N) симметричную расширенную цепочку Хаббарда конечного раз-

мера, которая описывается гамильтонианом

H =
∑

x,α

−tx(c+x+1,αcx,α + c+x,αcx+1,α) + V (n1, . . . , nL) +
∑

x,a

Jx T
a
xT

a
x+1

−
∑

x,α>β

Kx(c
+
x+1,αc

+
x+1,βcx,βcx,α + c+x,αc

+
x,βcx+1,βcx+1,α),

(4.1)

где предполагаются открытые граничные условия
(∑

x =
∑L−1

x=1

)
. Коэффициенты

tx, Jx и Kx положительны и зависят от узла x. Существует N различных ароматов

фермионов, которые нумеруются индексом α. Операторы рождения c+x,α и уничто-

жения cx,α удовлетворяют стандартным антикоммутационным соотношениям.

В приведённом выше гамильтониане оператор

nx =
∑

α

nx,α =
∑

α

c+x,αcx,α

задает число фермионов, находящихся в x-ом узле. Вид потенциала V (n1, . . . , nL)

не имеет значения, единственным условием является то, что он зависит только от

локальных чисел заполнения фермионов в узлах. Потенциал Хаббарда

V (n1, . . . , nL) = U/2
∑

x

n2
x

является его частным случаем. С точностью до оператора полного числа частиц

он равен

U
∑

x,α>β

nx,αnx,β.

Третье слагаемое описывает взаимодействие Гайзенберга для SU(N) спинов

(которое соответствует цепочке Сазерленда) в представлении Швингера

T a
x =

∑

α,β

c+x,αT
a
αβcx,β, a = 1, . . . , N2 − 1 = dimSU(N), (4.2)

где T a являются генераторами группы SU(N) в фундаментальном (точнее, опре-

деляющем) представлении, ортогональные по отношению к следу:

TrT aT b = δab.
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Их конкретную форму можно задать, например, соотношениями (1.117), (1.118).

Используя соотношение полноты для SU(N) генераторов (1.131), можно перепи-

сать этот член в следующем виде [138]:

∑

a

T a
xT

a
x+1 =

∑

α,β

c+x,αcx,βc
+
x+1,βcx+1,α −

1

n
nxnx+1

= −
∑

α,β

c+x,αcx+1,αc
+
x+1,βcx,β + nx −

1

n
nxnx+1,

(4.3)

Первое слагаемое соответствует обменному взаимодействию между соседними

узлами [2]. Последние два члена зависят только от nx и могут быть включены в

потенциал.

Последний член в (4.1) описывает перескоки фермионных пар.

Гамильтониан сохраняет U(1) суммарный заряд, который соответствует обще-

му числу частиц

n =
∑

x

nx =
∑

x,α

c+x,αcx,α (4.4)

и совместим с SU(N) генераторами

T a =
∑

x

T a
x =

∑

x,α,β

c+x,αT
a
αβcx,β. (4.5)

Общая симметрия данной системы задается группой U(N) = SU(N) × U(1). По-

вышающие спин, понижающие спин и диагональные генераторы задаются соот-

ветственно верхне-треугольными, нижне-треугольными и диагональными матри-

цами. Соответствующий базис имеет вид

F αβ =
∑

x

c+x,αcx,β, F αα =
∑

x

nx,α. (4.6)

В данная система является обобщением SU(2) симметричного гамильтониана,

для которой теорема Либа-Маттиса была установлена и проверена ранее в ра-

боте [214]. При потенциале Хаббарда первые три слагаемых гамильтониана (4.1)

соответствуют SU(N) симметричной цепочке Хаббарда-Гайзенберга введённой в

[138]. Для случая SU(4) симметрии и при отсутствии членов, соответствующих
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парным перескокам фермионов и гайзенберговскому взаимодействию, были дока-

заны невырожденность основного состояния и наличие бесщелевых возбуждений

[123].

Каждый узел в гамильтониане (4.1) имеет 2N различных состояний с числом

фермионов от нуля до N . В соответствии с (4.2), или (4.6), одночастичные со-

стояния c+α |0〉 образуют определяющее представление группы U(N). Аналогично,

благодаря антикоммутации фермионных операторов, многочастичные состояния

c+α1
. . . c+αk

|0〉 составляют

(
N

k

)
-мерное антисимметричное представление. Оно яв-

ляются синглетами при k = 0, N , которые соответствуют вакуумному |0〉 и полно-

стью заполненному состояниям.

В этой главе мы сформулируем и докажем обобщенную теорему Либа-Маттиса

для описанной системы. Во-первых, мы построим базис, в котором все ненуле-

вые недиагональные матричные элементы гамильтониана отрицательны. Далее

мы ограничимся на подпространства, где матрица гамильтониана связана. По тео-

реме Перрона-Фробениуса это означает, что наинизшее энергетическое состояние

является невырожденным и положительным. Затем, используя это свойство, ос-

новное состояние сравнивается с простыми состояниями, чтобы выявить характер

мультиплета, в котором он содержится. Наконец, используя теорию представлений

группы SU(N), мы выражаем упорядочение наинизших уровней энергии различ-

ных мультиплетов через так называемый доминантный порядок соответствующих

диаграмм Юнга.

4.1.2 Отрицательный базис

Естественный базис для гамильтониана (4.1) образуется состояниями с фиксиро-

ванными положениями частиц. Координаты задаются множеством {xα}Nα=1, состо-
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ящим из N подмножеств. Каждое подмножество

{xα} = {xα1 , . . . , xαMα
|xα1 < · · · < xαMα

}

задает положение фермионов определенного аромата α, а Mα = #{xα} – их ко-

личество. Обозначим через M =
∑

αMα общее число частиц. Оказывается, что

знаковый фактор каждого состояния может быть выбран таким образом, чтобы

ненулевые недиагональные элементы гамильтониана стали бы отрицательными.

Во-первых, следуя (4.1) и (4.3), заметим, что недиагональная часть соответ-

ствует обменам соседних фермионов c+x±1,αcx,α и их произведениям. Благодаря со-

ответствующему выбору знаков в константах −tx, −Kx и Jx, положительное значе-

ние всех ненулевых матричных элементов этих обменных взаимодействий влечет

за собой неположительные значения для всех недиагональных матричных элемен-

тов гамильтониана. Правильный знаковый множитель можно получить, просто

упорядочив определенным образом операторы рождения фермионов:

|{x1}, . . . , {xN}〉 =
N∏

α=1

(c+xα
1
,αc

+
xα
2
,α . . . c

+
xα
Mα

,α)|0〉, (4.7)

где произведение берется слева направо. Другими словами, мы группируем вместе

частицы одного и того же аромата, а внутри одной группы располагаем их в соот-

ветствии с их положением. Благодаря статистике Ферми-Дирака, обменный член

c+x±1,αcx,α действует нетривиально на состояния, имеющие только один α-фермион

в двух соседних узлах. В этом случае он переводит его в подобное состояние (4.7),

где оператор c+x,α просто замещается оператором c+x±1,α без какого-либо дополни-

тельного знакового множителя. Таким образом, недиагональные матричные эле-

менты гамильтониана (4.1) в приведенном выше базисе не являются положитель-

ными.

Базис (4.7) был использован ранее для изучения вырождения основного состо-

яния. Он был введен Афлеком и Либом при построении отрицательного базиса

для цепочки Сазерленда [2]. Явное выражение, похожее на (4.7), было приведено
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для расширенной t − J модели и SU(2) симметричной модели Хаббарда в [213,

214], где он был применен для доказательства теоремы Либа-Маттиса. Для мно-

гокомпонентной модели t− J с SU(Nb)×SU(Nf ) симметрией, аналогичный базис

обеспечивает невырожденность относительных основных состояний [13]. В SU(4)

модели Хаббардa он был использован для изучения и доказательства теоремы

Либа-Шульца-Маттиса о безмассовом характере спектра для определенных муль-

типлетов [123].

Было бы интересно извлечь знаковый фактор, который закодирован в особом

упорядочении фермионных операторов в (4.7), в частном случае модели Сазерлен-

да. Следует отметить, что взаимодействие Гайзенберга сохраняет число частиц в

каждом узле. Поэтому он естественным образом ограничивается на меньшее под-

пространство состояний, где каждый узел содержит только одну из N − 1 фунда-

ментальных (антисимметричных) представлений группы SU(N). Легко выразить

базисные состояния (4.7) через обычный изинговский базис для спинов. Предполо-

жим для простоты, что на каждом узле имеется один фермион, что соответствует

определяющему N -мерному представлению. Тогда обычный базис Изинга (Потт-

са) принимает следующий вид:

|α1, . . . , αL〉 = c+1,α1
c+2,α2

. . . c+L,αL
|0〉. (4.8)

Обменное взаимодействие Гайзенберга (4.3) действует на них посредством

∑

a

T a
xT

a
x+1 = Px,x+1 −

1

n
,

где Px,y – перестановка двух соседних состояний. Состояния (4.7) получаются из

(4.8) перестановкой фермионных операторов. Поскольку фермионы одного и того

же аромата уже упорядочены по координатам (4.7), получаем:

|{x1}, . . . , {xN}〉 = (−1)pα1...αL |α1, . . . , αL〉, pα1...αL
= {#(x < y) | αx > αy }.

Здесь pα1...αL
задает число инверсий в последовательности. Базис такого вида был
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использован в исследовании цепочек Гайзенберга, обладающих высшими симмет-

риями [72, 124].

Стоит отметить, что для систем с зеркальной симметрией существует другой

подход, который коротко можно охарактеризовать как положительность по отно-

шении к отражении. Его можно применять для более широкого класса систем,

как фрустрированные спиновые модели [131, 132, 182]. Отражение спина на поло-

вине решетки выполняется для того, чтобы построить новый базис для спиновых

состояний, где функция основного состояния становится положительным. Этот

метод является проблематичным для SU(N) спинов более высокого ранга, так

как большинство мультиплетов, в том числе и определяющий, не инвариантно

относительно отражения. В результате необходимо использовать либо отражен-

ное (или сопряженное) представление для половины решетки, либо ограничиться

самосопряженными. Оба случая нами не рассматриваются.

4.1.3 Относительные основные состояния

Гамильтониан инвариантен на любом подпространстве Mα, которое образуют со-

стояния (4.7) с фиксированными числами фермионов каждого типа. Его можно

рассматривать и как весовое подпространство относительно действия U(N). Вес

задается совокупностью {Mα}Nα=1, состоящей из собственных значений диагональ-

ных генераторов (4.6). Отметим, что согласно статистике Ферми-Дирака размер

цепочки должен быть достаточным для того, чтобы содержать все частицы:

L ≥ max
1≤α≤N

Mα. (4.9)

Это и есть условие существования Mα-подпространства для цепочки длины L.

Легко видеть, что любые два базисных состояния из одного подпространства

связаны друг с другом кинетическими членами гамильтониана (т. е. переходят

друг в друга последовательным их применением) . Тогда, согласно теореме Перрона-
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Фробениуса [117],

• Относительное основное состояние гамильтониана в любом подпространстве

Mα является единственным, и все его коэффициенты разложения по базису

(4.7) строго положительны:

ΩM1...MN
=

∑

{x1},...,{xN}
#{xα}=Mα

ω{x1}...{xN}|{x1}, . . . , {xN}〉, ω{x1}...{xN} > 0. (4.10)

Положительность может быть использована для того, чтобы выявить тип U(N)

мультиплета, который содержит относительное основное состояние. Из базисных

состояний (4.7) мы выбираем пробное состояние ΨM1...MN
, где фермионы каждого

аромата последовательно занимают узлы, начиная с первого:

ΨM1...MN
=

N∏

α=1

(c+1,αc
+
2,α . . . c

+
Mα,α

)|0〉. (4.11)

Для полноты картины мы приводим ниже на языке фермионов некоторые ас-

пекты теории представлений унитарных групп, которые будут играть важную

роль в последующем обсуждении. Неприводимые представления группы U(N)

классифицируются диаграммами Юнга Y с не более чем N строками [94]. Каж-

дый квадратик (элемент) в диаграмме Y связан с одной частицей, а их количество

равно числу частиц. Симметризуем ароматы по строкам и антисимметризуем по

столбцам, оставляя пространственные координаты фиксированными. Состояния,

построенные таким образом из всех возможных распределений ароматов по эле-

ментам диаграммы Y, образуют неприводимое представление (мультиплет) уни-

тарной группы. Состояния, где ароматы не убывают по строкам слева направо

и увеличиваются по столбцам сверху вниз, образуют стандартный базис мульти-

плета. Среди них есть единственное состояние, обладающее наибольшим весом, в

котором i-ая строка заполняется частицами с ароматом α = i. Его зануляют все

повышающие генераторы (4.6).
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В случае двух частиц, расположенных в узлах x 6= y, вышеупомянутая проце-

дура дает симметричный и антисимметричный мультиплеты:

(c+x,αc
+
y,β + c+x,βc

+
y,α)|0〉 = xα yβ , (c+x,αc

+
y,β − c+x,βc+y,α)|0〉 =

xα
yβ

.

Номер узла цепочки задается в верхнем левом углу квадратика. Так как мы име-

ем дело с фермионами, все узлы в той же строке должны быть различны, чтобы

получилось нетривиальное состояние. Для следующего состояния SU(N) спины в

скобках симметризованы, а соответствующие спины каждой группы антисиммет-

ризованы, что приводит к представленной таблице Юнга:

(c+x,αc
+
y,βc

+
z,γ)(c

+
x,µc

+
z,ν)c

+
x,δ|0〉 −→

xα yβ zγ
xµ zν
xδ

. (4.12)

Обратим внимание, что симметризация по строке тривиальна, если она содер-

жит только частицы одного вида как, например, для состояния старшего веса. Это

произойдет с первой строкой приведенной выше таблицы, если α = β = γ. Кроме

того, антисимметризации по столбцам тривиальны, если его частицы находятся

на одном и том же узле как, например, в первом столбце (4.12).

Рассмотрим теперь пробное состояние ΨM1...MN
. Построим таблицу Юнга со

длинами строк, задаваемыми множеством {Mα}, j-ая строка которой содержит

частицы, расположенные на j-м узле. Заполним первую строку фермионами ви-

да α1, где Mα1
– наибольшее число из набора, вторую строку – фермионами ви-

да α2, где Mα2
является вторым по величине числом, и так далее. Как отмеча-

лось выше, все процедуры симметризации-антисимметризации тривиальны для

этого состояния. Поэтому пробное состояние (4.11) действительно соответствует

построенной таблице Юнга и принадлежит мультиплету, который описывается

аналогичной схемой Юнга. Заметим, что, как и Ферми-состояние, оно является

наиболее компактным, занимая Mα1
узлов, и благодаря (4.9) существует для лю-

бого Mα-подпространства. Поэтому состояние (4.11) принадлежит мультиплету,
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связанному с построенной диаграммой Юнга. Отметим, что базисное состояние

(4.7) общего вида может и не быть частью одного мультиплета. Ниже приведены

примеры пробных состояний для SU(3) цепочки:

Ψ3,2,1 =

11 21 31
12 22
13

, Ψ2,3,1 =

12 22 32
11 21
13

, Ψ2,0,4 =
13 23 33 43
11 21

.

В первом состоянии первый узел цепочки заполнен полностью, образуя синглет,

второй узел имеет два фермиона с α = 1, 2, а третий занят одним фермионом с

α = 1. Остальные узлы пустуют.

Благодаря U(N) симметрии и ортогональности неэквивалентных представле-

ний, проекции ΩM1...MN
на различные секторы, соответствующие неэквивалентным

мультиплетам, определяют ортогональные состояния с той же энергией. Благо-

даря же единственности относительного основного состояния, последнее должно

принадлежать только одному сектору. Согласно (4.10), базисное состояние ΨM1...MN

участвует в разложении относительно основного состояния ΩM1...MN
и, следова-

тельно, перекрывается с ним, т. е. эти состояния не ортогональны друг другу.

Таким образом, оба они принадлежат эквивалентным мультиплетам. Мы заклю-

чаем, что

• Относительное основное состояние в подпространствеMα принадлежит непри-

водимому представлению группы U(N), которое характеризуется диаграм-

мой Юнга YMα
со строками, длины которых задаются ненулевыми значени-

ями из набора {Mα}.

4.1.4 Упорядочение энергетических уровней

Благодаря U(N) симметрии гамильтониан расширенной цепочки Хаббарда (4.1)

инвариантен на отдельных секторах, которые объединяют эквивалентные пред-

ставления. Эти секторы нумеруются диаграммами Юнга. Количество квадрати-
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ков в них задает квантовое число U(1) подгруппы и соответствует общему числу

частиц.

Обозначим через E(Y) наинизший уровень энергии среди всех мультиплетов

одного класса эквивалентности Y. На самом деле, именно относительное основ-

ное состояние ΩM1...MN
имеет наименьшую энергию E(YMα

), потому что любой

YMα
мультиплет имеет свое представительство в соответствующем подпростран-

ствеMα. Невырожденность уровня E(YMα
) следует непосредственно из единствен-

ности относительного основного состояния.

Заметим, что относительные основные состояния всех тех подпространств M ′
α,

которые получаются всевозможными перестановками одного набора {Mα}, соот-

ветствуют одной и той же схеме Юнга. В действительности все они являются

членами одного и того же YMα
мультиплета [72]. Этот факт отражает дискретную

симметрию гамильтониана по отношению к симметрической группе SN перестано-

вок N ароматов, которая является дискретной подгруппой унитарной группы. Та-

ким образом, можно рассматривать, не теряя общности, только подпространства

Mα с невозрастающими последовательностями: M1 ≥ · · · ≥MN . Соответствующие

относительные основные состояния являются старшими состояниями для мульти-

плета YMα
с наинизшей энергией.

Рассмотрим две различные диаграммы Юнга YMα
и YM ′

α
и попытаемся срав-

нить соответствующие минимальные энергии. Предположим, что старший вес пер-

вого мультиплета является также весом (очевидно, не старшим) второго. Это озна-

чает, что неприводимое представление, порожденное относительным основным со-

стоянием ΩM ′
1
...M ′

N
, имеет своего представителя в подпространстве Mα. Конечно,

оба состояния отличаются. Тогда в силу единственности относительного основного

состояния этот представитель вместе со своим мультиплетом имеет более высокую

энергию, чем ΩM1...MN
, то есть E(YM ′

α
) > E(YMα

).

Последнее соотношение определяет некоторое упорядочение среди представ-
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лений, которое может быть сформулировано в элегантной манере через вид диа-

грамм Юнга. Именно, в данном случае YMα
может быть получена из YM ′

α
смеще-

нием некоторых ее квадратиков с верхних строк в нижние. Данное соотношение

между диаграммами коротко обозначим как YM ′
α
≻ YMα

[72]. В теории представ-

лений симметрической группы этот порядок называется доминантным [134]. На-

пример, для унитарной группы с N ≥ 4 имеем:

≻ ≻ ≻ ≻ .

Доминантный порядок является частичным. Есть диаграммы Юнга, которые

нельзя сравнивать (при N > 2 и M > 5), как, к примеру, диаграммы и .

Диаграммы Юнга с различным количеством элементов вообще не сравниваются.

Таким образом, мы доказали, что для расширенной модели Хаббарда (4.1)

• Минимальные уровни энергии секторов, которые характеризуются различ-

ными диаграммами Юнга, удовлетворяют доминантному порядку

E(Y2) > E(Y1) if Y2 ≻ Y1; (4.13)

• Уровни E(Y) не вырождены, если не учитывать вырождение внутри одного

мультиплета группы SU(N).

Эти результаты согласуются с результатами, полученными для для частного

случая SU(2) симметрии в работе [214]. В этом случае диаграмма Юнга соответ-

ствует спиновому квантовому числу S, и имеет место обычный антиферромагнит-

ный порядок Либа-Маттиса: E(S2) > E(S1) при S2 > S1 [126], который подробно

описан в главе 3. В пределе же, где присутствует только спиновое взаимодействие

Гайзенберга, система сводится к известной цепочке Сазерленда [195]. Аналогичные

правило справедливо и для этой системы, как показано в нашей работе [72].

Похожее упорядочение возникало уже в одномерной многочастичной кван-

товой механике, где Либ и Маттис сравнивали минимальные энергии волновых
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функций с различными перестановочными симметриями [127]. Это не удивитель-

но, так как эти классы симметрии также описываются диаграммами Юнга. Прин-

цип сравнения диаграмм, полученный в [127], является обратной версией рассмот-

ренного нами упорядочения (см. (4.18) ниже). Мы ниже в данной главе мы пока-

жем, что для фермионов с SU(N) спиновыми степенями свободы пространствен-

ные и спиновые части фермионной волновой функции описываются взаимно со-

пряженными диаграммами Юнга. Это приводит к прямому порядку для спинов в

согласии с нашими результатами.

4.2 Основное состояние цепочки

Несмотря на то, что доминантный порядок является частичным, среди всех диа-

грамм Y, содержащих одинаковое число элементов, существует наименьшая диа-

грамма Ygs, которая соответствует основному состоянию: Y ≻ Ygs. Все столбцы в

Ygs имеют максимально-возможную длину N кроме последнего, длина которого

равна

m =M mod N, (4.14)

где M – общее количество элементов диаграммы. Очевидно, Ygs соответствует ан-

тисимметричному представлению m-го порядка. В соответствии с правилом упо-

рядочения (4.13), сектор, определяемый Ygs, имеет минимальную энергию среди

других секторов. Таким образом,

• Основное состояние расширенной цепочки Хаббарда (4.1) с M частицами

образует невырожденный

(
N

m

)
-мерный антисимметричный SU(N) мульти-

плет.

• В частности, если число частиц кратно N , то основное состояние является

невырожденным синглетом.
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В случае SU(2) симметрии основное состояние является спиновым синглетом

для четного числа частиц, а для нечетного числа – дублетом в согласии с результа-

тами в работе [214]. Для SU(3) симметричной модели основное состояние является

синглетом, трехмерным определяющим представлением 3, или комплексно сопря-

женным к нему представлением 3̄ в зависимости от значения m в (4.14). Ниже оно

представлено для шести, семи, и восьми частиц:

Y
0

gs = , Y
3

gs = , Y
3̄

gs = . (4.15)

Заметим, что описанным методом нельзя сравнивать основные состояния, имею-

щие разное количество частиц.

Рассмотрим теперь случай точно-решаемой модели свободных фермионов, ко-

гда в гамильтониане (4.1) остаётся лишь кинетический член, при периодических

граничных условиях. Последние в общем случае нарушают условия теоремы, но

в целом картина оказывается идентичной той, которая наблюдается для системы

со свободными границами. В импульсном представлении собственные значения

энергии равны с точностью до постоянного слагаемого:

εk = 4t sin2 πk

L
,

где 0 ≤ k ≤ L − 1 определяет импульс Здесь имеется двукратное вырождение

по импульсу εk = εL−k кроме значения k = 0 в связи с инвариантностью при

отражении. Естественно, остаётся также N -кратное вырождение по квантовым

числам, отвечающим за аромат. В основном состоянии с M частицами все нижние

уровни εk полностью заполнены фермионами N различных ароматов вплоть до

уровня Ферми, соответствующего kf , который заполнен частично m =M − (2kf −

1)N частицами при kf > 0. Полностью заполненные уровни образуют, конечно,

синглеты, а Ферми уровень – m-го порядка антисимметричный мультиплет. Эта

картина совпадает с общей картиной при наличии указанных взаимодействий.
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Для основных состояний, приведённых в (4.15), вышеуказанное заполнение

уровня Ферми системы описывается следующими таблицами:

Ω0

gs =

11 21
12 22
13 23

,
(
Ω3

gs

)
α
=

11 21 3α
12 22
13 23

,
(
Ω3̄

gs

)
αβ

=

11 21 3α
12 22 3β
13 23

.

Поскольку мы работаем в импульсном представлении, то число, помеченное в верх-

нем левом углу каждого квадратика соответствует уровню энергии k, а не про-

странственному положению, как раньше. Числа α, β являются SU(3) ароматами,

которые нумеруют три состояния мультиплета.

Аналогично можно построить и относительные основные состояния ΩM1...MN
.

Сначала берем наибольшее число Mα из этого набора и заполняем первый уровень

Mα фермионами аромата α, затем берем следующее за ним число Mβ и заполня-

ем второй уровень Mβ фермионами аромата β, и так далее. Это состояние похо-

же на пробное состояние (4.11), использованное для обнаружения представления

ΩM1...MN
для взаимодействующей системы. Разница лишь в том, что опять, вместо

координат необходимо использовать уровень энергии. Мультиплетная структура

этих состояний остается неизменной. Относительное основное состояние невзаи-

модействующей системы может быть использовано в качестве пробного состояния

вместо (4.11), как это было сделано для SU(2) модели Хаббарда [127, 214]. В самом

деле, оно не ортогонально аналогичному состоянию взаимодействующей системы,

так как оба они положительны в базисе (4.7) [см. (4.10)].

4.3 Упорядочение энергетических уровней для квантово-

механической системы с SU(N) фермионами

Рассмотрим квантово-механическую систему одномерных идентичных фермионов

с SU(N) внутренними степенями свободы и взаимодействием, зависящим только
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от пространственных координат:

HQM = − 1

2m

M∑

i=1

∂2

∂x2i
+ V (x1, . . . , xM). (4.16)

Потенциал инвариантен при перестановке частиц. Для случая симметрии SU(2)

Либ и Маттис доказали, что имеет место антиферромагнитное упорядочение энер-

гетических уровней [127] (см. также [142]). В этом параграфе мы обобщим их ре-

зультат для более высокой унитарной симметрии и обсудим связь с результатами,

полученными в предыдущих разделах.

Для различных частиц пространственные и спиновые степени свободы полно-

стью разделяются. Стационарные состояния являются произведениями простран-

ственной и спиновой частей, а спектр определяется пространственной волновой

функцией. Благодаря инвариантности гамильтониана HQM при перестановке ча-

стиц пространственные собственные функции классифицируются по их симметрии

относительно перестановки Sspace
M пространственных координат. Согласно теории

представлений симметрической группы, классы симметрии описываются диаграм-

мами Юнга Y
′ [127, 118, 94]. Всякое распределения координат вдоль квадратиков

определяет процедуру симметризации-антисимметризации, аналогичную SU(N)

случаю. Определённый таким образом оператор является проектором, а проекто-

ры, построенные из различных диаграмм Юнга, взаимно ортогональны. Волновая

функция φY′(x1, . . . , xM) имеет тип симметрии Y
′, если соответствующий проектор

не меняет ее. Она порождает неприводимое представление симметрической груп-

пы. Стандартный базис соответствует распределениям, в которых индексы растут

вдоль строк слева направо и вдоль столбцов сверху вниз. Полностью симметрич-

ные и антисимметричные представления одномерны и описываются одной стро-

кой и одним столбцом соответственно, другие представления имеют более высокие

размеры.

Функция φY′(x1, . . . , xM) антисимметрична по переменным, относящимся к од-
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ному столбцу и удовлетворяет следующим уравнениям:

1−

∑

j: col(j)=c

Pij


φY′(x1, . . . , xM) = 0 для любого i при условии col(i) > c.

(4.17)

Здесь col(i) является индексом столбца в Y
′, содержащим xi, они считаются слева

направо. Pij переставляет xi и xj . Эти соотношения означают, что антисимметри-

зация переменных в столбце с любой переменной, расположенной справа, должна

обнулиться, так как она уже симметризованна с некоторой переменной из этого

же столбца проектором Юнга.

Обозначим теперь через E(Y′) минимальный уровень энергии среди состояний,

которые относятся к классу симметрии, определяемым Y
′. Эти уровни не вырож-

дены, если не учитывать перестановки координат, и удовлетворяют следующему

правилу упорядочения [127]:

E(Y′
1) > E(Y′

2) если Y
′
1 ≺ Y

′
2. (4.18)

В частности, наивысший уровень энергии полностью антисимметричен по про-

странственным координатам, а наинизший уровень – полностью симметричен.

Здесь и в последующем φY′ будет использовано для обозначения наинизшего со-

стояния с Y
′ симметрией.

Для тождественных фермионов в соответствии с принципом Паули волновая

функция всей системы должна быть антисимметричной при перестановке отдель-

ных частиц. Это может быть достигнуто путем выбора соответствующих спи-

новых волновых функций. Для симметричной пространственной части спиновая

часть должна быть антисимметричной, и наоборот. Для более общих классов сим-

метрии, полная волновая функция является суперпозицией произведения спина

и пространственных функций. Общая конструкция задается с помощью теории

представлений.

Гамильтониан (4.16) обладает унитарной SU(N) и перестановочной Sspin
M сим-

168



метриями, которые действуют на спиновые переменные и взаимно независимы.

Представления обеих групп классифицируются диаграммами Юнга Y с M квад-

ратиками и не более чем N строками. Благодаря дуальности Шура-Вейля, их сов-

местное действие разлагается в прямую сумму тензорных произведениях непри-

водимых модулей:
∑

Y

πY ⊗ ρY.

Здесь πY и ρY являются неприводимыми представлениями Sspin
M и SU(N) соответ-

ственно. Это свойство предполагает, в частности, что старший вес векторов всех

SU(N) мультиплетов вида ρY образует неприводимое представление группы Sspin
M

класса πY. Кроме того, действие общей группы симметрии

Sspace
M × Sspin

M × SU(N)

на все пространство состояний разлагается согласно

∑

Y′,Y

πY′ ⊗ πY ⊗ ρY. (4.19)

Здесь πY′ – (единственное) неприводимое представление симметрической группы,

образованное пространственными волновыми функциями с минимальной энерги-

ей, обладающих симметрией класса Y
′.

Физическое пространство состояний в нашем случае соответствует подпро-

странству в (4.19), образованному антисимметричными волновыми функциями.

Он является антисимметричным представлением симметрической группы, соот-

ветствующему образу диагонального гомоморфизма

SM ֌ Sspace
M × Sspin

M .

Представление πY′⊗πY можно рассматривать как тензорное (или кронекеровское)

произведение двух SM модулей.

Согласно теории представлений симметрической группы антисимметричное

представление возникает только в тензорном произведение двух сопряженных
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представлений, в то время как симметричное представление – в произведении двух

эквивалентных представлений [127, 94]. Их кратности равны единице. Сопряжен-

ные диаграммы Юнга Y и Ỹ являются отражениями друг друга относительно

главной диагонали, то есть строки (столбцы) в Y заменены на столбцы (строки)

из Ỹ и наоборот. Оба представления имеют одинаковую размерность, и одно по-

лучается из другого умножением на антисимметричное представление.

Итак, только члены с Y′ = Ỹ важны для фермионных состояний в сумме (4.19).

Извлекая их и применения формальный ряд Клебша-Гордана, мы придем к ра-

венству:
∑

Y

π
Ỹ
⊗ πY ⊗ ρY =

∑

Y

[
πỸ×Y

asym ⊗ ρY +
∑

Y′ 6=asym

πỸ×Y

Y′ ⊗ ρY
]
. (4.20)

Таким образом, фермионные волновые функций, построенные из φ
Ỹ
, образуют

один SU(N) мультиплет вида ρY. Его старшее состояние ΦỸ×Y

asym имеет простую

каноническую форму, которое было использовано для SU(2) фермионов в [127].

ПустьMi – длина i-й строки в диаграмме Y. Предположим для определенности,

что первые M1 переменные φ
Ỹ
(x1, . . . xM ) расположены в первом столбце в порядке

убывания индекса, вторые M2 – во втором столбце и так далее. Тогда (с точностью

до нормирующего множителя):

ΦỸ×Y

asym =
∑

P∈SM

(−1)Pπ
Ỹ
(P )φ

Ỹ
(x1, . . . xM)πY(P )| 1 . . .1︸ ︷︷ ︸

M1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
M2

. . . . . . N . . .N︸ ︷︷ ︸
MN

〉. (4.21)

Он относится к кронекеровскому произведению π
Ỹ
⊗ πY и не обращается в нуль,

так как коэффициент перед упорядоченным спиновым состоянием пропорциона-

лен φ
Ỹ
(x1, . . . xM). Из-за знакового множителя (−1)P (четность перестановки P ),

данное состояние полностью антисимметрично при перестановке двух частиц. На-

конец, его SU(N) вес совпадает с максимальным весом ρY. Из единственности

состояния мы заключаем, что выражение (4.21) является правильным.

То, что волновая функция (4.21) является старшим состоянием, т. е. повыша-

ющие спин генераторы (приведенные в (4.6), α < β) уничтожают его, может быть
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проверено независимо прямым вычислением. Ниже мы продемонстрируем это на

примере F 12. Для других генераторов это условие проверяется аналогично.

ρY(F
12)ΦỸ×Y

asym =
∑

P∈SM

(−1)PPφ
Ỹ
(x1, . . . xM )

M2∑

i=M1+1

PF12
i | 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

M1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
M2

. . .〉

=
∑

P∈SM

(−1)PPφ
Ỹ
(x1, . . . xM )P

[
1 +

M2∑

i=M1+2

PM1+1 i

]
| 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

M1+1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
M2−1

. . .〉

=
∑

P∈SM

(−1)PP
[
1−

M2∑

i=M1+2

PM1+1 i

]
φ
Ỹ
(x1, . . . xM)P | 1 . . .1︸ ︷︷ ︸

M1+1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
M2−1

. . .〉 = 0.

(4.22)

Здесь матрица F12
i действует на i-й спин. В первом уравнении мы использовали

коммутативность унитарной и симметрической групп. Второе уравнение исполь-

зует определение F12 в (4.6). В третьем уравнении мы изменили индекс сумми-

рования
[∑

P →
∑

PPM1+1 i

]
, который изменяет также знак в квадратных скобках,

поскольку (−1)PPM1+1 i = −(−1)P . Последнее уравнение в (4.22) является следстви-

ем соотношений (4.17).

Таким образом, мы приходим к выводу, что спиновая и пространственная части

фермионной волновой функции описываются сопряженными диаграммами Юнга.

Ясно, что сопряжение переворачивает доминантный порядок: если Y1 ≻ Y2, то

Ỹ1 ≺ Ỹ2 и наоборот [127]. Таким образом, в терминах SU(N) представлений, об-

ратное правило упорядочения (4.18) превращается в прямое, которое соответству-

ет антиферромагнитному упорядочению (4.13), установленному нами выше для

SU(N) симметричной модели Хаббарда. Напомним, что схемы Юнга, характери-

зующие представления SU(N), содержат не более N строк, поэтому простран-

ственные схемы Юнга должны иметь не более N столбцов.

Отметим, что для тождественных бозонов имеет место обратное правило упо-

рядочения (4.18). Общая волновая функция должна быть симметричной и состав-

ленной из эквивалентных представлений пространственных и спиновых симмет-

рических групп [нужно использовать Y
′ = Y в (4.19), заменить Ỹ→ Y и опустить
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множитель четности (4.21)].

Наконец, отметим, что хотя упорядочение уровней энергии для решеточной

(4.1) и квантово-механической (4.16) систем похожи, тем не менее, есть существен-

ная разница между ними. Вторая система обладает симметрией относительно пе-

рестановки координат, что приводит к разделению спиновых и пространственных

степеней свободы. Первая система не обладает пространственной симметрией во-

обще (если не учитывать возможную инвариантность при отражении или сдвиге

при соответствующем выборе констант и граничных условий), и основное состоя-

ние (4.10) не представляется в факторизованной форме, как (4.21).
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4.4 Обобщенная модель Хаббарда с квантово-групповой

симметрией

Модель Хаббарда [102, 70] является простейшей системой сильно коррелирован-

ных электронов, которая точно решается лишь в одномерии с помощью анзаца

Бете [130]. Она основана на приближении сильной связи для электронов, которые

занимают стандартные орбитали в узлах кристаллической решётки. Исходный га-

мильтониан содержит кинетический член, соответствующий туннелированию, или

перескоку электронов между соседними узлами решётки. Он объясняет проводи-

мость соответствующего материала. Имеется также потенциал внутриузельного

взаимодействия, который моделирует кулоновское отталкивание между электро-

нами.

В результате конкуренции между кинетическим членом и потенциалом в мо-

дели Хаббарда происходит переход проводник-диэлектрик, что объясняет данное

явление в оксидах некоторых переходных металлов. В то же время, в пределе

сильного кулоновского взаимодействия, модель Хаббарда переходит в антифер-

ромагнетик Гайзенберга с обменным взаимодействием между соседними s = 1/2

спинами. Благодаря этим двум свойствам, данная система стала популярным объ-

ектом исследования во многих работах.

После открытия высокотемпературной сверхпроводимости [12, 219] возрос ин-

терес к сильно взаимодействующим электронным системам, в частности, к модели

Хаббарда и к ее различным обобщениям. Впоследствии появились многочислен-

ные публикации, посвященные исследованиям модели Хаббарда и ее многозон-

ных обобщений для одномерных и двухмерных систем. В основном используются

различные методы приближения и численные методы, поскольку известно лишь

весьма ограниченное число точных результатов. Один из таких точных резуль-

татов основан на механизме так называемого η-спаривания электронов, идея ко-
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торого была предложена в работе [216, 218] для модели Хаббарда. Это свойство

приводит к сверхпроводимости. Оказалось, что есть определенный тип квантовых

состояний, которые обладают так называемым недиагональным дальним поряд-

ком (off-diagonal long-range order: ODLRO), концепция которого была детально

разработана в работе [215]. В работах [215, 179, 158] было показано, что ODLRO

предполагает эффект Мейснера и квантование магнитного потока. Таким обра-

зом, данное свойство можно рассматривать как определение сверхпроводимости.

Вместе с тем, основное состояние обычной модели Хаббарда не является сверхпро-

водящим [215]. В отличие от него, суперсимметричная модель Хаббарда, которая

была введена работах [51, 52], обладает сверхпроводящим основным состоянием,

где электроны объединяются в η-пары. Эта модель представляет собой некоторое

расширение модели Хаббарда с дополнительным взаимодействием между ближай-

шими соседями и некоторым ограничением на кинетический член.

Оказалось, что механизм электронного η-спаривания не является экзотическим

явлением: имеются некоторые расширенные модели Хаббарда со сверхпроводящи-

ми основными состояниями, которые могут быть найдены точно [188, 189, 190,

162, 20, 147, 174]. Эти расширенные модели Хаббарда, кроме обычных членов,

отвечающих за перескоки электронов и взаимодействие Хаббарда, содержат так-

же взаимодействия связанных зарядов, перескоки пар электронов, кулоновское и

обменное спиновое взаимодействия соседей.

В данной главе мы разрабатываем новую технику для построения семейства

иных расширений одномерной модели Хаббарда. Определяющим свойством этого

семейства является то, что все ее члены обладают достаточно широкой симметри-

ей, которую можно описать квантовой аффинной группой Uqŝl(2). Следует отме-

тить, что квантово-групповые симметрии играют важную роль в интегрируемых

системах статистической физики [107, 108, 47] и конформной теории поля [148,

163, 63]. Они являются q-деформациями генераторов обычных непрерывных групп
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симметрий, при этом значение q = 1 соответствует генераторам обычной группы.

Таким симметриям удовлетворяют S-матрицы интегрируемых двумерных теорий

поля, а также статистические веса некоторых точно-решаемых моделей двумер-

ной классической статистической механики и соответствующие им квантовые га-

мильтонианы спиновых цепочек. Более того, из квантово-групповой симметрии во

многих случаях непосредственно вытекает уравнение Янга-Бакстера, которое яв-

ляется условием интегрируемости этих систем. Например, гамильтониан XXZ

цепочки Гайзенберга с определенными граничными условиями является Uqsl2-

инвариантной системой [163]. Бесконечная XXZ спиновая цепочка имеет более

широкую симметрию, соответствующую аффинной квантовой группе Uq ŝl2 [41].

Состояние отдельного спина рассматриваемых гамильтонианов образует мульти-

плет для алгебры Ли или его квантовой деформации.

В отличие от обычных квантовых цепочек, в моделях, рассматриваемых в

данном разделе, состояния на каждом узле решетки образуют не один, а сра-

зу несколько неприводимых мультиплетов первоначальной группы. Гамильтони-

ан при этом строится из локальных сплетающих операторов между приводимыми

представлениями, которые образованы тензорным произведением, причем ограни-

чение гамильтониана на состояния с максимальными значениями спиновых проек-

ций (т. е. старшие состояния, или состояния со старшим весом) соответствует более

простому базовому гамильтониану, интегрируемость которого известна заранее.

Следовательно, уровни энергии исходного гамильтониана совпадают с уровнями

энергии базовой системы, но с дополнительным вырождением, которое соответ-

ствует степеням свободы, связанным с мультиплетами квантовой группы. В общем

случае дополнительное вырождение зависит от уровня энергии, что приводит к

нетривиальному интегрируемому обобщению базового гамильтониана. В рассмат-

риваемых нами случаях, базовый гамильтониан соответствуют модели Гайзенбер-

га, или цепочке Холдейна-Шастри [91, 180] с дальними взаимодействиями спинов.
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Следует отметить, что указанная конструкция является обобщением метода,

примененного в работе [7], которая соответствует некоторому расширению моде-

ли Хаббарда в пределе сильного отталкивания. Оказалось, что фермионизация

простейших одномерных спиновых систем задает различные расширения модели

Хаббарда. Мы приводим конкретные примеры фермионных моделей из общего се-

мейства, один из которых обладает сверхпроводимостью, основанном на процессе

η-спаривания электронов.

Энергетические уровни рассматриваемых квантовых цепочек формируются на

состояниях, которые построены из векторов старшего веса различных представ-

лений квантовых групп.

Сначала мы разрабатываем общую технику для построения гамильтонианов

спиновых цепочек, симметрия которых задается аффинной квантовой группой

Uq ŝl2. Далее применяем данную конструкцию для различных конкректных си-

стем. В дополнении даются определения квантовых групп Uqg и Uq ĝ, а также

описываются некоторые свойства R-матрицы.

Данная глава основана на работах [78, 14, 15, 9, 10, 71].

4.4.1 Инвариантные гамильтонианы на приводимых пред-

ставлениях

Обозначим через Vλ конечномерное неприводимое представление квантовой груп-

пы Uqg, а через Vλ(x) – соответствующее параметризованное представление ее

аффинного расширения Uqĝ. В приложении к данной главе дана необходимая ин-

формация о квантовой группе и ее представлениях. Пусть V = ⊕N
i=1Vλi

– пря-

мая сумма конечномерных неприводимых представлений Uqg. Обозначим через

V(x1, . . . , xN) соответствующее аффинное представление со спектральными пара-
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метрами xi:

V(x1, . . . , xN) =
N⊕

i=1

Vλi
(xi) (4.23)

Рассмотрим сплетающий оператор

H(x1, . . . , xN) :

V(x1, . . . , xN )⊗V(x1, . . . , xN)→ V(x1, . . . , xN )⊗V(x1, . . . , xN),

[H(x1, . . . , xN),∆(a)] = 0, ∀a ∈ Uqĝ

Если V = Vλ состоит из одной неприводимой компоненты, то H кратно едини-

це, так как в этом случае тензорное произведение неприводимо. В общем случае

сгруппируем вместе эквивалентные мультиплеты. Заметим, что эквивалентность

двух Uqĝ-представлений Vλi
(xi) означает, что их спектральные параметры xi и

старшие веса λi совпадают. Имеем:

V(x1, . . . , xN) =

M⊕

i=1

Nλi
⊗̂Vλi

(xi), (4.24)

где разные Vλi
(xi) соответствуют неэквивалентным представлениям, а Nλi

≃

CNi имеют размерность, равную кратности Vλi
(xi) в V(x1, . . . , xN). Заметим, что

∑M
i=1Ni = N , а шляпка над тензорным произведением означает, что Uqĝ действует

на Nλi
⊗̂Vλi

(xi) через 11⊗g, а не посредством коумножения ∆ квантовой группы

[см. соотношения (4.75) в приложении].

Итак, имеем:

V(x1, . . . , xM)⊗V(x1, . . . , xM)

= (⊕M
i=1Nλi

⊗̂ Vλi
(xi))

⊗
(⊕M

i=1Nλi
⊗̂Vλi

(xi))

=

M⊕

i,j=1

Nλi
⊗̂Nλj

⊗̂
(
Vλi

(xi)⊗Vλj
(xj)

)
.

Далее, Vλi
(xi)⊗Vλj

(xj) эквивалентно только самому себе, а также представлению

Vλj
(xj)⊗Vλi

(xi) (при i 6= j) посредством сплетающего оператора

R(xi/xj) = PR(xi/xj),
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где P является перестановкой в тензорном произведении:

P (v1 ⊗ v2) = v2 ⊗ v1.

Таким образом, наиболее общая форма оператораH(x1, . . . , xM), коммутирующего

с Uqĝ в пространстве

V(x1, . . . , xM)⊗V(x1, . . . , xM)

имеет следующий вид:

H|
Nλi

⊗̂Nλj
⊗̂Vλi

⊗Vλj
= Aij⊗̂ 11Vλi

⊗Vλj
+Bij⊗̂RVλi

⊗Vλj
(xi/xj), (4.25)

где Aij и Bij – произвольные операторы на Nλi
⊗̂Nλj

. Заметим, что при наличии

только одного нетривиального представления Vλ в разложении (4.24) формула

(4.25) упрощается. Поскольку

RVλ⊗V0
= RV0⊗Vλ

= id,

то сплетающий оператор не содержит спектральных параметров xi и деформа-

ционного параметра q. Таким образом, H остается инвариантным под действием

квантовой группы для всех значений параметра деформации. Конечно, это доста-

точно широкая симметрия, и его можно записать в другой форме без использова-

ния параметра q.

Чтобы записать точный вид (4.25), введем проекционные операторы

Xa
b = |a〉〈b|, (4.26)

где векторы |a〉 образуют пространство V. В соответствии с разложением (4.24)

используем двойной индекс a = (ni, ai), где первый индекс задает количество пред-

ставлений Vλi
, а второй соответствует вектору в пространстве Vλi

. Тогда формула
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(4.25) может быть представлена в виде

H(A,B) =

M∑

i,j=1


 ∑

ni,nj ,mi,mj

Aij
mimj
ninj

∑

ai,aj

X
(ni,ai)
(mi,ai)

⊗X(nj ,aj)

(mj ,aj)

+
∑

ni,nj ,mi,mj

Bij
mimj
ninj

∑

ai,aj ,a′i,a
′
j

Rij
aiaj
a′ia

′
j
(xi/xj)X

(nj ,a′j)

(mi,ai)
⊗X(ni,a

′
i)

(mj ,aj)


 ,

(4.27)

где Bii = 0, а R-оператор представляется в матричной форме:

RVλi
⊗Vλj

(xi/xj)|ai〉 ⊗ |aj〉 =
∑

a′i,a
′
j

Rij
aiaj
a′ia

′
j
(xi/xj)|a′i〉 ⊗ |a′j〉.

Рассмотрим некоторые частные случаи этой общей конструкции.

(i) Пусть V(x) = V(x, x) = Vλ(x) ⊕ Vλ(x). Тогда второе слагаемое в (4.27)

отсутствует, и H приобретает вид

H = A⊗̂ 11Vλ⊗Vλ
, A = Am1m2

n1n2
, (4.28)

где индексы n1, n2, m1, m2 = 1, 2 нумеруют эквивалентные Vλ. В матричной форме

(4.28) можно записать в виде

H =
∑

ni,nj,mi,mj

Amimj
ninj

∑

ai,aj

X
(ni,ai)
(mi,ai)

⊗X(nj ,aj)

(mj ,aj)
. (4.29)

(ii) Пусть теперь V(x1, x2) = Vλ1
(x1) ⊕ Vλ2

(x2), где разные Vλi
(xi) неэквива-

лентны. Тогда H приобретает следующий блочно-диагональный вид:

H(x1, x2) =




a · 11 0 0 0

0 c · 11 d ·R12(x1/x2) 0

0 e · R21(x2/x1) f · 11 0

0 0 0 g · 11




(4.30)

Здесь для краткости мы использовали обозначение

R12(x1/x2) = RVλ1
⊗Vλ2

(x1/x2), R21(x2/x1) = RVλ2
⊗Vλ1

(x2/x1).

(iii) Выберем g = sl(2) и V = Vs ⊕ V0, где Vs соответствует 2s + 1-мерному

спин-s представлению квантовой группы Uqsl2, а V0 – тривиальному одномерному

представлению. Этот случай был рассмотрен в [7].
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Следуя [7], с помощью оператора H можно построить следующий гамильтони-

ан, действующий на W = V⊗L:

H =

L−1∑

i=1

Hii+1 (4.31)

Здесь и в дальнейшем мы опускаем зависимость от xi, а через Xij обозначаем

действие оператора X =
∑

l xl ⊗ yl на пространство V ⊗V:

Xij =
∑

l

11⊗ . . .⊗ 11⊗ xl︸︷︷︸
i

⊗ 11 . . .⊗ 11⊗ yl︸︷︷︸
j

⊗ 11⊗ . . .⊗ 11 . (4.32)

По построению H инвариантен относительно квантовой группы:

[H,∆L−1(g)] = 0, ∀g ∈ Uq ĝ

Определим на V оператор проекции Qi для каждого класса эквивалентных непри-

водимых представлений (λi, xi), i = 1, . . . ,M :

Qivj = δijvj , ∀vj ∈ Vλj
(xj)

M∑

i=1

Qi = 11, Q2
i = Qi

Их действие на W задается выражением

Q̄i =

L∑

l=1

11⊗ . . . 11⊗ Qi︸︷︷︸
l

⊗ 11 . . .⊗ 11

Легко видеть, что эти проекции коммутируют с гамильтонианом H и квантовой

группой H:

[Q̄i,H] = 0, [Q̄i, Uqĝ] = 0 (4.33)

Обозначим через Wp1...pM подпространство W со значениями pi равными Q̄i. Тогда

имеем разложение

W =
⊕

p1,...,pM
p1+···+pM=L

Wp1...pM . (4.34)
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Пусть V0 – линейное пространство, натянутое на старшие весовые векторы Uqg-

модуля V:

V0 := ⊕N
i=1v

0
λi
,

где v0λi
∈ Vλi

является старшим вектором (4.76). Определим также W0 := V0 ⊗L.

Пространство W0 инвариантом относительно H. Это вытекает из (4.25). Для об-

щих значений q действие Uq ĝ на W0 порождает все пространство W. Действи-

тельно, действие Uq ĝ на отдельное состояние вида v0λi1
⊗ . . .⊗ v0λiL

порождает все

пространство Vλi1
⊗. . .⊗VλiL

, потому что тензорное произведение конечномерных

неприводимых представлений аффинной квантовой группы неприводимо [36].

Рассмотрим теперь подпространство W0
p1...pM

= W0 ∩Wp1...pM . Имеем разло-

жение, которое унаследовано от (4.34):

W0 =
⊕

p1,...,pM
p1+···+pM=L

W0
p1...pM

. (4.35)

Заметим, что

dp1...pM := dimW0
p1...pM

=




L

p1 . . . pM


Np1

1 . . . NpM
M .

Определим через H0 и H0 ограничение H и H на V0 ⊗V0 и W0 соответственно:

H0 := H|V0⊗V0 , H0 := H|W0 .

Как следует из (4.33), гамильтонианы H и H0 имеют блочно-диагональную форму

относительно разложений (4.34) и (4.35) соответственно. Каждый собственный

вектор гамильтониана

w0
αp1...pM

∈W0
p1...pM

с энергией Eαp1...pM
приводит к неприводимому Uq ĝ-мультиплету Wαp1...pM

размер-

ности

dimWαp1...pM
=

M∏

k=1

(dimVλk
)pk . (4.36)
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Гамильтониан H в пространстве Wαp1...pM
диагонален с собственным значением

Eαp1...pM
. В частном случае, когда все Vλi

эквивалентны, вырождения уровней

одинаковы для всех Eαp1...pM
и равны (dimVλ)

L.

Заметим, что

dimW =
∑

p1...pM
p1+···+pM=L

dp1...pM∑

αp1...pM
=1

dimWαp1...pM

=
∑

p1...pM
p1+···+pM=L




L

p1 . . . pM




M∏

k=1

Npk
k

M∏

k=1

(dimVλk
)pk

=

(
M∑

k=1

NkdimVλk

)L

в соответствии с разложением

W =
⊕

p1,...,pM
p1+···+pM=L

dp1...pM⊕

αp1...pM
=1

Wαp1...pM
.

Предположим теперь, что у нас есть энергетический спектр Eαp1...pM
для си-

стемы H0. Тогда для статистической суммы имеем выражение:

ZH0
(β) =

∑

p1,...,pM
p1+···+pM=L

dp1...pM∑

αp1...pM
=1

exp(βEαp1...pM
), (4.37)

a статистическая сумма гамильтониана H имеет следующий вид:

ZH(β) =
∑

p1,...,pM
p1+···+pM=L

M∏

k=1

(dimVλk
)pk

dp1...pM∑

αp1...pM
=1

exp(βEαp1...pM
). (4.38)

Итак, если базовый гамильтониан H0 интегрируем и его собственные векторы и

собственные значения известны, то их можно найти также и для гамильтониа-

на H. Действием же генераторов квантовой группы на произвольное собственное

состояние H0 можно получить все состояния H данного энергетического уровня.

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи нашей общей конструкции.

Если мы выберем два эквивалентных представления (см. первый пример), то

dimV0 = 2, а в разложении (4.35) присутствует только одно слагаемое.H0 является
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наиболее общим действием на V0 ⊗ V0, частный случай которого соответствует

модели XY Z магнетика в магнитном поле. Соответствие между спектрами H и

H0 является в данном случае тривиальным, потому что степени дополнительных

вырождений всех уровней энергии совпадают, и для статистических сумм (4.37),

(4.38) имеем

ZH(β) = (dimVλ)
LZH0

(β) = (dimVλ)
LZXXZ(β).

Рассмотрим теперь второй пример H-оператора. Выберем в качестве парамет-

ров в (4.30)

a = g = e = d = 1 c = f = 0. (4.39)

R-матрицы (4.30) можно перенормировать так, чтобы они удовлетворяли бы усло-

вию унитарности

R12(z)R21(z
−1) = 11 .

Вместе с соотношением (4.39) это приводит к условию

H(x1, x2)
2 = 11 . (4.40)

Ограничение H на W0 совпадает с XXX спиновой цепочкой Гайзенберга

H0 = HXXX =
∑

i

Pii+1 =
1

2

∑

i

(1 + ~σi~σi+1)

Пространство W0
p1p2

образовано всеми состояниями со значением sz = p1/2 для

проекции спина Sz = 1/2
∑

i σ
z
i . Возвращаясь к H, вырождение уровней энергии

для каждого собственного состояния с проекцией спина sz умножается на число

(dimVλ1
)2sz(dimVλ2

)L−2sz .

4.4.2 Спиновые цепочки с дальними взаимодействиями

Рассмотрим теперь обобщение вышеописанной конструкции для случая гамильто-

нианов с дальними взаимодействиями.
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Примером интегрируемой модели с таким свойством является спиновая цепоч-

ка Холдейна-Шастри, которая задается гамильтонианом [91, 180, 103]

HHS
0 =

∑

i<j

1

d2i−j

Pij, (4.41)

Здесь спины принимают значения в фундаментальном представлении sln, а Pij

переставляет спины i-й и j-й позиции. Известно, что гамильтониан (4.41) инте-

грируем, если di имеет одно из следующих значений

dj =





j рациональная модель

(1/α) sinh(αj) гиперболическая модель

(L/π) sin(πj/L) тригонометрическая модель .

Тригонометрическая модель задается на периодической цепочке, а сумма в (4.41)

берется по конечному набору индексов от одного до L. Рациональная и гипербо-

лическая модели определяются для бесконечной системы.

Рассмотрим для простоты только sl2-симметричные модели типа Холдейна-

Шастри. В этом случае пространство V0 двумерное, так что имеется два члена в

разложении (4.23).

Теперь наша цель состоит в построении дальнодействующей модели, которая

на старшем весовом пространстве W0 совпадает с (4.41). Таким образом, мы берем

V = Vλ1
⊕Vλ2

, что соответствует второму примеру, рассмотренному в предыду-

щем параграфе. Для получения перестановки на подпространстве V0 ⊗ V0, на-

ложим условия (4.39) на параметры оператора H (4.30). Попытаемся обобщить

гамильтониан (4.41) следующим образом:

HHS =
∑

i<j

1

d2i−j

Hij.

Но тогда HHS не инвариантен по отношению к квантовой группе Uqĝ, потому

что уравнение

Rij(x1, x2)∆
L−1(g) = ∆L−1(g)Rij(x1, x2), g ∈ Uq ĝ
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верно только при i = j ± 1.

Для преодоления этой трудности используем вместо Hij оператор

F[ij] = G[ij]Hj−1jG
−1
[ij], где G[ij] = Hii+1Hi+1i+2 . . .Hj−2j−1 (4.42)

Заметим, что F[ij] и G[ij] нетривиально действуют только на промежуточные ин-

дексы i, i + 1. . . . , j. Поэтому мы включаем их в скобки, чтобы не путать с опре-

делением (4.32). Нелокальные члены, подобные F[ij], рассматривались ранее при

построении периодических спиновых цепочек, обладающих квантово-групповой

симметрией, где они соответствовали граничному члену [139, 69, 111].

Операторы Hii+1 удовлетворяют стандартным соотношениям симметрической

группы перестановок (4.40), а также

Hi−1iHii+1Hi−1i = Hii+1Hi−1iHii+1. (4.43)

Эти соотношения выполняются на W0, так как ограничение Hij на это подпро-

странство задает перестановки Pij

Hij |W0
= Pij .

Уравнения (4.43) распространяются на все пространство W действием аффинной

квантовой группы Hi,i+1. В отличие от стандартной реализации через Pij соотно-

шения

Pi−1iPii+1Pi−1i = Pi−1i+1 (4.44)

не выполняются. Из (4.42) и (4.44) легко видеть, что

F[ij]|W0 = Pij .

Таким образом, спиновая цепочка

HHS =
∑

i<j

1

d2i−j

F[ij], (4.45)
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является инвариантной относительно квантовой группы и разложения V = V0 ⊕

Vλ, а ее ограничение на пространство W0 совпадает со спиновой цепочкой Холдейна-

Шастри (4.41).

В некоторых случаях нелокальные выражения для F[ij] (4.42) зависят только

от узлов i и j. Например, если Vλ1
тривиально (Vλ1

= V0, Vλ2
= Vλ), то

R12(x1/x2) = R21(x2/x1) = 11,

и матрицы H (4.30) относительно разложения V = V0 ⊕ Vλ имеют на V ⊗ V

блочно-диагональный вид:

H =




11 0 0 0

0 0 11 0

0 11 0 0

0 0 0 11




(4.46)

Таким образом, блочно-диагональная форма H является перестановкой и, сле-

довательно, удовлетворяет соотношению (4.44). Тогда блоки F[ij] нетривиально

действовать только на двух узлах i, j, где они задают перестановку (4.46). Те-

перь все члены выражения (4.45) соответствуют взаимодействиям между двумя

различными узлами, и оно может быть записано в явном виде:

HHS =
∑

i<j

1

d2i−j

[
dimVλ∑

a=1

(
Xi

a
0Xj

0
a +Xj

0
aXi

a
0

)
+Xi

0
0Xj

0
0 +

dimVλ∑

a,a′=1

Xi
a
aXj

a′

a′

]
.

Энергетические уровни HHS совпадают с уровнями (4.41). Степени вырожде-

ния уровней HHS относительно соответствующих степеней вырождения в (4.41)

определяется формулой (4.36). Соотношения (4.37), (4.38) между статистически-

ми суммами гамильтонианов HHS
0 и HHS остаются неизменными.
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4.5 Фермионные представления

В данном разделе рассматриваются представления некоторых гамильтонианов

полученных в предыдущих разделах, через фермионные операторы рождения-

уничтожения c±i,σ спина σ =↑, ↓.

Ниже мы будем иметь дело только с квантовой группой Uqŝl2. Рассмотрим

простейший случай, когда в разложении V есть только одно представление. Тогда

R-матрицы, входящие в гамильтониан, соответствуют перестановкам, поэтому сам

гамильтониан будет Uqŝl2-инвариантным при всех значениях параметра деформа-

ции q.

Отождествим пространство V с пространством фермионных волновых функ-

ций спина σ (σ =↑, ↓). Обозначим через |0〉 фермионный вакуум: cσ|0〉 = 0. Также

используем стандартные обозначения для фермионных состояний на данном узле:

|σ〉 = c+σ |0〉, | ↓↑〉 = −| ↑↓〉 = c+↓ c
+
↑ |0〉.

Для построения фермионных представлений гамильтонианов, рассмотренных

в предыдущем разделе, удобно использовать фермионное представление для про-

екционных операторов (4.26). В этом случае a, b = 0,±1, 2, где 0 обозначает пустой

узел, ±1 обозначает соответственно состояния | ↑〉 и | ↓〉, а 2 – узел | ↓↑〉 с двумя

фермионами. Операторы рождения и уничтожения выражаются через проекци-

онные операторы:

c+σ = Xσ
0 − σX2

−σ, cσ = X0
σ − σX−σ

2 , nσ = Xσ
σ +X2

2 , σ = ±1. (4.47)

Обратные соотношения имеют вид:

Xσ
0 = (1− n−σ)c

+
σ , X2

σ = nσc
+
−σ, X0

2 = c↑c↓,

Xσ
σ = (1− n−σ)nσ, X0

0 = (1− n↓)(1− n↑) = nh, X2
2 = n↑n↓ = d. (4.48)

Аналогичные формулы получаются с учетом (Xa
b )

+ = Xb
a. Здесь мы ввели опера-

тор локального взаимодействия Хаббарда d, который учитывает только полностью
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заполненные узлы и оператор nh, учитывающий дырки.

4.5.1 t − J-модель при нулевом спин-спиновом взаимодей-

ствии и модель Хаббарда в пределе бесконечного от-

талкивания

Рассмотрим простейший случай, когда пространство состояний распадается в пря-

мую сумму фундаментального мультиплета спина 1/2 и тривиального спина 0:

V = V0⊕V1/2 [7]. Отождествим V0 с пустым узлом |0〉, а V1/2 с одноэлектронны-

ми состояниями | ↑〉, | ↓〉. Используя (4.30), получим

H(t,W1,W2) =
L−1∑

i=1

[
−t

∑

σ,σ′=±1

(Xi
σ
0Xi+1

0
σ +Xi+1

σ
0Xi

0
σ) +W1Xi

0
0Xi+1

0
0

+W2

∑

σ,σ′=±1

Xi
σ
σXi+1

σ′

σ′

]

После подстановки фермионного представления (4.48) для проекционных опера-

торов, опуская несущественные в термодинамическом пределе граничные члены,

вышеуказанный гамильтониан переходит в

Ht−J(t,W, µ) =

L−1∑

i=1

[
−t
∑

σ=±1

(1− ni,−σ)(c
+
i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)(1− ni+1,−σ)

+Wnini+1] + µ
L∑

i=1

ni, (4.49)

где W = W1 +W2 и µ = −2W1. Поскольку H(t,W, µ) сохраняет число частиц, он

остается интегрируемым и при снятии ограничения на µ. Этот гамильтониан за-

прещает узлы с двумя фермионами и совпадает с t−J моделью при нулевом спин-

спиновом взаимодействии J = 0. Интегрируемость этой модели и ее соответствие

XXZ спиновой цепочке хорошо известна [175]. При отсутствии взаимодействия

плотность-плотность, т. е. при V = 0 система (4.49) сводится к модели Хаббарда

в пределе бесконечного отталкивания.
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4.5.2 Расширенная модель Хаббарда с допингом, переско-

ком фермионных пар и взаимодействием дырок

Рассмотрим теперь случай, когда V = V0 ⊕ V1. Это соответствует подстановке

R12(x) = R21(x) = 11 в (4.30). Заметим, что в этом случае H не зависит от xi и q.

Выберем коэффициенты следующим образом:

H =




W1 · 11 0 0 0

0 0 −t · 11 0

0 −t · 11 0 0

0 0 0 W2 · 11




(4.50)

Мы отождествляем вакуумное состояние |0〉 с | ↑〉, а пространство, натянутое на

| ↑〉, | ↓↑〉, | ↓〉 – с V1. Общий гамильтониан (4.31) в нашем случае имеет вид

H(t,W1,W2) =

L−1∑

i=1

[
−t
∑

σ=±1

(Xi
σ
0Xi+1

0
σ +Xi+1

σ
0Xi

0
σ)− t(Xi

2
0Xi+1

0
2

+Xi+1
2
0Xi

0
2) +W1Xi

0
0Xi+1

0
0 +W2

∑

σ,σ′=±1

(Xi
σ
σ +Xi

2
2)(Xi+1

σ′

σ′ +Xi+1
2
2)

]
. (4.51)

После подстановки (4.48) в (4.51) получим:

H(t,W1,W2) =
L−1∑

i=1

[
−t ·

∑

σ

(1− ni,−σ)(c
+
i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)(1− ni+1,σ)

−t(c+i,↑c+i,↓ci+1,↓ci+1,↑ + c+i+1,↑c
+
i+1,↓ci,↓ci,↑) +W1n

h
i n

h
i+1 (4.52)

+W2(ni − di)(ni+1 − di+1)]− 2W2

L∑

i=1

ni +W2(n
h
1 + nh

L) +W2L.

Генераторы квантовой группы (4.74) после перенормировки также выражаются

через фермионы:

e1 = [2]−1/2
q (n↑c

+
↓ + n↓c↑) e0 = f1

f1 = [2]−1/2
q (n↑c↓ + n↓c

+
↑ ) f0 = e1 (4.53)

h1 = 2(n↑ − n↓) h0 = −h1.

Первое слагаемое в (4.52) известно как "допинг"член, a второе соответствует пе-

рескоку фермионной пары. Используя nh = 1 − n + d и опуская несущественные
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граничные члены и постоянные в (4.52), получим:

H(t,W, U, µ) =
L−1∑

i=1

[
−t
∑

σ

(1− ni,−σ)(c
+
i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)(1− ni+1,σ)

− t(c+i,↑c+i,↓ci+1,↓ci+1,↑ + c+i+1,↑c
+
i+1,↓ci,↓ci,↑) +Wnh

i n
h
i+1

]
(4.54)

+U
L∑

i=1

ni,↑ni,↓ + µ
L∑

i=1

ni,

где W = W1 + W2, µ = 2W2, U = −2W2. Энергетические уровни полученной

фермионной модели совпадают с уровнями спиновой цепочкиH0(t,W1,W2) на W0.

Легко видеть, что член, отвечающий за взаимодействие между двумя узлами

H0 =




W1 0 0 0

0 0 −t 0

0 −t 0 0

0 0 0 W2




(4.55)

приводит к XXZ модели во внешнем магнитном поле (see (4.61), (4.62) below).

Отметим, что гамильтониан (4.52) сохраняет количество дырок N h =
∑L

i=1 n
h
i

и число полностью занятых узлов: D =
∑L

i=1 di. Таким образом, без нарушения

интегрируемости мы можем выбрать коэффициенты соответствующих членов в

(4.54) произвольными. Конечно, в этом случае нарушается инвариантность га-

мильтониана (4.54) по отношению к квантовой группе (4.53).

4.5.3 Расширенная модель Хаббарда с взаимодействиями ти-

па плотность-плотность и “бозон-бозон”

Рассмотрим разложение V(xa, xb) = Va(xa)⊕Vb(xb) и отождествим первый муль-

типлет с пространством, порожденным | ↑〉, | ↓〉, а второй – с пространством, по-

рожденным |0〉, | ↑↓〉. Здесь мы рассматриваем две различные коммутирующие

квантовые группы, действующие на V. Первая из них (Uqŝl2
(1)

) действует на Va

как на мультиплет со спином 1/2, т. е. Va ∼ V1/2, а на Vb как на два отдельных
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спиновых синглета (Vb ∼ V0 ⊕V0). Вторая группа (Uqŝl2
(2)

) действует наоборот:

Va ∼ V0 ⊕V0, и Vb ∼ V1/2.

Теперь, используя вид сплетающих операторов H (4.27) для разложения

V = V1/2 ⊕V0 ⊕V0

и подставив нули вместо матриц A0 1

2

и A 1

2
0, получим:

H(A,B) =
∑

〈i,j〉


 ∑

δi,δi′,δj ,δj′

A00
δi

′
δj

′

δiδj Xi
δi

δi′
Xj

δj

δj′
+
∑

σi,σj

A 1

2

1

2

Xi
σi

σiXj
σj

σj

+
∑

σ,δi,δj

(
B0 1

2

δi

δjXi
σ
δiXj

δj

σ +B 1

2
0
δj

δiXi
δi

σXj
σ
δj

)

 . (4.56)

Заметим, что индексы i, j здесь обозначают ближайших соседей, а не неэквива-

лентные представления λi как в (4.27). Использован верхний индекс во избежание

путаницы с (4.27). Кроме того, двойной индекс в (4.27) заменен на простые индек-

сы σ = ±1, δ = 0, 2 согласно правилу: (1, a 1

2

) ∼ σ, (n0, 1) ∼ δ. Выберем параметры

в (4.56) следующим образом:

A00
δi

′
δj

′

δiδj = δδ
i′

δi δ
δj

′

δj W2, A 1

2

1

2

=W1, B0 1

2

δi

δj = B 1

2
0
δi

δj = −tδδ
i

δj .

После упрощений получаем:

H(t,W1,W2) =

L−1∑

i=1


−t

∑

σ,σ′=±1

δ,δ′=0,2

(Xi
σ
δXi+1

δ
σ +Xi+1

σ
δXi

δ
σ)

+W1

∑

σ,σ′=±1

Xi
σ
σXi+1

σ′

σ′ +W2

∑

δ,δ′=0,2

Xi
δ
δXi+1

δ′

δ′

]
(4.57)

Взаимодействие между ближайшими соседями данного гамильтониана сохраня-

ет свою форму по отношению к перестановке индекса δ ↔ σ. Это означает, что

H(t,W1,W2) инвариантен по отношению к обеим квантовым группам: Uqŝl2
(1)

и

Uq ŝl2
(2)

. Таким образом, (4.57) обладает Uqŝl2 ⊗ Uqŝl2 симметрией. Подпростран-

ство старшего веса на каждом узле образуется состояниями | ↑〉, |0〉, взятых соот-

ветственно из подпространств Va, Vb.
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Используя фермионное представление X-операторов (4.48), получаем:

H(t,W1,W2) =

L−1∑

i=1

[
∑

σ=↑,↓

{
−t(c+i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)

+t(c+i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)(ni,−σ + ni+1,−σ)
}

(4.58)

+(W1 +W2)(nini+1 − 2nidi+1 − 2ni+1di + 4didi+1)

+ 2W1(di + di+1)−W1(ni + ni+1) +W1]

Здесь разрешены фермионные перескоки двух типов. Во-первых, фермион из узла,

занятого только им самим, может перескочить на соседний пустой узел:

| . . . σ, 0 . . . 〉 ←→ | . . . 0, σ . . . 〉, σ =↑, ↓

Такой переход характерен для t− J модели.

Во-вторых, фермион из узла, занятого двумя частицами с противоположными

спинами, может перескочить на узел, занятый только одним фермионом, напри-

мер:

| . . . ↑↓ , ↑ . . . 〉 ←→ | . . . ↑ , ↓↑ . . . 〉.

Такой член возникал в работе [113] после проекции модели Хаббарда на подпро-

странство состояний с фиксированным числом заполнений для всех узлов. Таким

образом, гамильтониан (4.58) сохраняет число заполнений фермионов: количество

дырок N h и количество полностью занятых узлов D. Таким образом, соответству-

ющие члены могут быть взяты с произвольными коэффициентами, что не влияет

на интегрируемость. Кроме того, отметим, что член

2(W1 +W2)
L−1∑

i=1

2didi+1 − nidi+1 − ni+1di

можно интерпретировать как взаимодействие между дыркой, или полностью за-

нятым узлом с потенциалом Хаббарда следующего вида:

2(W1 +W2)
L−1∑

i=1

nh
i di+1 + nh

i+1di − di − di+1
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Итак, (4.58) можно обобщить как

H(t,W1,W2, U, µ) =
L−1∑

i=1

∑

σ=↑,↓

[
−t(c+i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)

+t(c+i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)(ni,−σ + ni+1,−σ)
]

(4.59)

+W
L−1∑

i=1

(nini+1 + 2nh
i di+1 + 2nh

i+1di) + U
L∑

i=1

di + µ
L∑

i=1

ni

+W1(n1 + nL) + 2W2(d1 + dL)

Член с коэффициентом W = W1 +W2 состоит из стандартного взаимодействия

плотность-плотность между ближайшими соседями и взаимодействия между дыр-

кой с узлом, занятым двумя фермионами с противоположными спинами. Послед-

нее взаимодействие можно рассматривать как взаимодействие между двумя раз-

личными бозонными узлами |0〉, | ↓↑〉. Граничные члены в (4.59) не влияют на

спектр в термодинамическом пределе и могут быть опущены. Таким образом, в

этом пределе гамильтониан зависит только от W = W1 +W2.

Связь между гамильтонианами (4.58) и (4.59) задается выражением

H(t,W1,W2, U, µ) = H(t,W1,W2) + (U + 4W2)D+ (µ+ 2W1)N −W1(L− 1). (4.60)

Теперь рассмотрим ограничение (4.58) на старшее весовое пространство, которое

порождается пустыми узлами и узлами, занятыми σ =↑ спином. Матричной вид

H0(t,W1,W2) = A полностью соответствует XXZ спиновой цепочке. Как следует

из нашего предыдущего исследования, рассматриваемая модель точно-решаемая и

имеет те же энергетические уровни, что и XXZ модель Гайзенберга в однородном

магнитном поле ~B = B~z, направленном вдоль оси z:

H0(t,W1,W2) = HXXZ(t,∆, B)

= − t
2

L−1∑

i=1

(
σx
i σ

x
i+1 + σy

i σ
y
i+1 +∆σz

i σ
z
i+1 +

B

2
σz
i

)
, (4.61)

где

∆ = −W
2t
, B =

2

t
(W1 −W2). (4.62)
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Все уровни энергии имеют одинаковые степени вырождения. Напомним, что мы

отождествили спиновые состояния |+〉, |−〉 (4.61), соответственно, с состояниями

старшего веса | ↑〉, |0〉 пространства V .

4.5.4 Сверхпроводящее основное состояние

Легко проверить, что гамильтониан (4.57), (4.58) коммутирует с операторами η-

пар [216, 218, 51, 52]:

η =
L∑

i=1

ci,↑ci,↓ =
L∑

i=1

Xi
0
2, η+ =

L∑

i=1

c+i,↓c
+
i,↑ =

L∑

i=1

Xi
2
0,

ηz = N − L =

L∑

i=1

(Xi
2
2 −Xi

0
0), (4.63)

которые образуют алгебру su(2). Используя это вместе с (4.60) можно вычислить

коммутаторы (4.63) с обобщенным гамильтонианом (4.59)

[H(t,W1,W2, U, µ), η
±] = ±(U + 2µ+ 4W )η±. (4.64)

Итак, имеем:

[H(t,W1,W2, U, µ), η
±] = 0,

если параметры удовлетворяют условию µ = −U/2− 2W .

Нас интересует термодинамическое поведение системы при нулевой темпера-

туре. Обозначим через EN = EN (t,W1,W2, U, µ) энергию основного состояния для

H(t,W1,W2, U, µ) в N -частичном секторе. Кроме того, пусть EN1
= EN1

(∆) явля-

ется основным состоянием XXZ спиновой цепочки в отсутствии внешнего маг-

нитного поля (B = 0) в секторе с N1 спинами, направленными вверх. Напомним,

что узлы, занятые одним фермионом, соответствуют направленным вверх спинам

в XXZ модели, в то время как полностью заполненные и пустые узлы соответ-

ствуют направленным вниз спинам. Таким образом, в секторе, который состоит

из состояний с фиксированным числом заполнения N1 = N1, D = (N − N1)/2,
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минимальная энергия EN1

N системы H(t,W1,W2, U, µ) задается выражением (см.

(4.60)):

EN1

N = EN1
−
(
U

2
+W

)
N1 +

(
U

2
+ µ+ 2W

)
N +

L

2
(W1 −W2). (4.65)

Для получения энергии основного состояния EN следует минимизировать выра-

жение (4.65) по всем возможным значениям параметра N1

EN = min
0≤N1≤N

EN1

N = min
0≤N1≤N

[
EN1
−
(
U

2
+W

)
N1

]
(4.66)

+

(
U

2
+ µ+ 2W

)
N +

L

2
(W1 −W2).

Отметим, что гамильтонианыHXXZ(t,∆, 0) иHXXZ(−t,−∆, 0) связаны преобразо-

ванием подобия [59]. Таким образом, спектр HXXZ(t,∆, 0) в двух ферромагнитных

областях (−t > 0,∆ ≤ −1) и (−t < 0,∆ ≥ 1) совпадает. Поэтому в дальнейшем

мы исследуем только первую область, выбрать параметризацию

∆ = − cosh γ, γ > 0.

Заметим, что благодаря инвариантности при отражении всех спинов система (4.61)

при отсутствии магнитного поля имеет две ферромагнитные основные состояния

|±, vac〉XXZ = |±,±, . . . ,±〉

с энергией E0 = EL = −t/2(L− 1)∆.

Энергетические уровни спиновой цепочки XXZ определяются с помощью ан-

заца Бете [23, 217]. В термодинамическом пределе L → ∞ он имеет так называе-

мые струнные решения. Как было показано в работе [6], минимальная энергия в

секторе с N1 спинами вверх равна

EN1
= −2t sinh γ sinhN1γ

coshN1γ + 1
+ E0 = −2t sinh γ tanh

N1

2
γ + E0 (4.67)

и соответствует одной струне длины N1. Здесь намагниченность ограничена усло-

вием 0 ≤ N1/L ≤ 1/2, т. е. мы имеем дело с возбуждениями вблизи ферро-

магнитного вакуума |−, vac〉. Благодаря симметрии Z2 при спиновом отражении,
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EN1
= EL−N1

, а возбуждения вблизи |+, vac〉 (1/2 ≤ N1/L ≤ 1) можно рассматри-

вать аналогично заменой N1 → L−N1 в (4.67).

При бесконечном числе перевернутых вверх спинов

lim
L→∞

N1/L = 0, L

минимальная энергия принимает вид

E∞ = −2t sinh γ + E0.

Таким образом, все основные состояния с фиксированной намагниченностью, ко-

торые отличаются от обоих ферромагнитных основных состояний бесконечным

числом перевернутых спинов, имеют одинаковую энергию.

Известно, что при |∆| > 1 спиновая цепочка XXZ описывается массивными

квазичастицами. Энергетическая щель между основным состоянием и элементар-

ными возбуждениями в пределе N1 →∞ равна ∆E = −2t(cosh γ − 1).

Подставив (4.67) в (4.66), получим значение N1, которое соответствует мини-

муму EN1

N в (4.66):

Nmin
1 =





0 (U/2 +W ≤ 0) или (0 < U/2 +W ≤ γ/2, N ≤ Nc) ,

N (U/2 +W > 0) или (0 < U/2 +W ≤ γ/2, N ≥ Nc) ,

(4.68)

где Nc – решение уравнения

tanh
Nc

2
γ =

(
U

2
+W

)
Nc,

U

2
−W > 0, Nc > 0

Рассмотрим две области

U/2 +W ≤ 0, W ≤ 2t

0 < U/2 +W ≤ γ/2, N ≤ Nc, W ≤ 2t

(4.69)

в (4.68), где нет узлов, занятых одним фермионом. Основное состояние гамильто-

ниана в N -частичном секторе (при четном N) описывается произвольным состоя-

нием с D = N/2 полностью занятыми узлами и L−N/2 пустыми узлами. Запишем
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все эти состояния в виде

ψN
P = (η+P )

N/2|vac〉, |vac〉 = |0, 0, . . . , 0〉 (4.70)

Здесь через η±P обозначаются операторы рождения-уничтожения так называемой

фермионной η-пары с импульсом P :

ηP =
L∑

j=1

eiP jcj,↑cj,↓, η+P =
L∑

j=1

e−iP jc+j,↓c
+
j,↑.

Заметим, что η±0 = η±.

Все состояния ψN
P удовлетворяют условию недиагонального дальнего порядка

(off-diagonal long-range order, ODLRO):

lim
|i−j|→∞

〈ψN
P |c+j,↓c+j,↑ci,↑ci,↓|ψN

P 〉
〈ψN

P |ψN
P 〉

6= 0 (4.71)

Отметим также, что операторы ηNP удовлетворяют ηNP |vac〉 = 0. Как следствие,

основные состояния ψN
P являются сверхпроводящими.

В обоих областях

U/2 +W > γ/2, W ≤ 2t,

0 < U/2 +W ≤ γ/2, N ≥ Nc, W ≤ 2t

фазового пространства отсутствуют полностью заполненные узлы в основном со-

стоянии (4.59). Эти состояния являются суперпозициями состояний с N одиноч-

ными фермионами, имеющими одинаковый спин. Конечно, они не обладают свой-

ством ODLRO (4.71).

Проекция (4.59) на частично-заполненные состояния, приводит к t−J гамиль-

тониану при нулевом спин-спиновом взаимодействия J = 0 (4.49) с дополнитель-

ным граничным членом W1(n1+nL). Как было сказано выше, эта модель является

интегрируемой и эквивалентна магнетику Гайзенберга. Заметим, что эта экви-

валентность видна из (4.49). При ограничении H(t,W, µ) на состояния с одним

фермионом с заданным спином (↑ или ↓) на каждом узле получаем фермионное
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представление XXZ модели

HXXZ(t,W1,W2, µ) =

L−1∑

i=1

−t(c+i ci+1 + c+i+1ci) +W

L−1∑

i=1

nini+1 + µ

L∑

i=1

ni. (4.72)

Для потенциалов взаимодействия, выделенных условием W1 = −W2 = W , га-

мильтониан рассматриваемой системы сильно упрощается. С точностью до гра-

ничных членов он равен:

H(t,W ) =

L−1∑

i=1

∑

σ=↑,↓

[
−t(c+i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)

+t(c+i,σci+1,σ + c+i+1,σci,σ)(ni,−σ + ni+1,−σ)
]
+ U

L∑

i=1

di + µ
L∑

i=1

ni.

(4.73)

Это – модель Хаббарда с взаимодействием между кинетическим членом и заря-

дом двух соседних узлов (bond-charge interaction). На старшем весовом простран-

стве он совпадает с XY моделью во внешнем магнитном поле, что эквивалентно

свободным фермионам с химическим потенциалом (∆ = 0 в (4.61)). Таким обра-

зом, H(t,W ) точно решаем и имеет те же уровни энергии, что и модель свободных

фермионов с химическим потенциалом, но теперь каждый уровень энергии обла-

дает дополнительным вырождением.

Гамильтониан (4.73) D было получен и точно решен в [113, 174]. В нашей кон-

струкции его интегрируемость очевидна, потому что ограничение H0(t,W = 0)

(4.73) на пространство старшего веса совпадает с обычной XY спиновой цепоч-

кой, которая соответствует также свободным бесспиновым фермионам. Как было

показано в работе [174], гамильтониан (4.73) обладает сверхпроводящим основ-

ным состоянием. Заметим, что здесь мы не рассматриваем антиферромагнитную

область, которая описывается условием ∆ = 0. Мы полагаем, что и в этой области

(4.59) имеет сверхпроводящее основное состояние, удовлетворяющее механизму η

пар.
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4.6 Приложение

Напомним, определение квантовой группы Каца-Муди Uqĝ (Uqg) [107, 108, 47]. Она

порождается элементами ei, fi, hi, удовлетворяющими соотношениям

[hi, ej ] = cijej, [hi, fj] = −cijfj , [ei, fj] = δij[h]q, (4.74)

а также q-деформированным соотношениям Серра, которые мы опускаем. Здесь

i = 0, . . . , n для Uq ĝ, и i = 1, . . . , n для Uqg. q является параметром деформации,

[x]q :=
xq − x−q

q − q−1
.

cij является матрицей Картана соответствующий аффинной алгебры Ли ĝ (конеч-

ной алгебре Ли g).

Квантовая алгебра Uq ĝ (Uqg) обладает структурой алгебры Хопфа:

∆(ei) = ki ⊗ ei + ei ⊗ k−1
i , ∆(k±1

i ) = k±1
i ⊗ k±1

i ,

∆(fi) = ki ⊗ fi + fi ⊗ k−1
i ,

(4.75)

где ki := q
hi
2 . Это коумножение распространяется также на L-кратное тензорное

произведение

∆L−1(ei) =
L∑

l=1

ki ⊗ . . .⊗ ki ⊗ ei︸︷︷︸
l

⊗k−1
i ⊗ . . .⊗ k−1

i ,

∆L−1(fi) =

L∑

l=1

ki ⊗ . . .⊗ ki ⊗ fi︸︷︷︸
l

⊗k−1
i ⊗ . . .⊗ k−1

i ,

∆L−1(k±1
i ) = k±1

i ⊗ . . .⊗ k±1
i .

Существует противоположное коумножение ∆̄, которое получается из (4.75) заме-

ной k±1
i → k∓1

i .

Для общих значений q представления квантовой группы Uqg однозначно полу-

чаются из представлений недеформированной алгебры Ли g при q = 1. Обозначим

через Vλ неприводимый Uqg-мультиплет со старшим весом v0λ. Ему соответствует
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старший вектор v0λ, удовлетворяющий соотношениям

eiv
0
λ = 0 hiv

0
λ = λ(hi)v

0
λ, i = 1, . . . , n (4.76)

Пусть ĝ – аффинная алгебра и g – ее базовая конечная алгебра. Тогда для любых

комплексных x имеется q-деформация гомоморфизма ρx: Uqĝ → Uqg, определенная

в работе [107]:

ρx(e0) = xfθ, ρx(f0) = x−1eθ, ρx(h0) = −hθ,

ρx(ei) = ei, ρx(fi) = fi, ρx(hi) = hi,

где i = 1 . . . n, а θ – старший корень Uqg. Используя ρx, из представления Uqg

можно построить представление Uqĝ, зависящее от спектрального параметра.

Пусть V1(x1) и V2(x2) – построенные таким способом конечномерные неприво-

димые представления Uq ĝ с параметрами x1 и x2 соответственно. Оба Uqĝ-представления

на V1(x1)⊗V2(x2), построенные с использованием ∆ и ∆̄, в общем случае непри-

водимы и эквивалентны:

R(x1, x2)∆(g) = ∆̄(g)R(x1, x2).

R-матрица R(x1, x2) зависит лишь от x1/x2. Она соответствует больцмановскому

весу некоторой интегрируемой системы статистической механики.
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Заключение

В заключении перечислим основные результаты диссертационной работы.

1. Построены интегралы движения сферической механики, соответствующей

угловой части рациональной модели Калоджеро, используя редукцию из

матричной модели. Эти интегралы соответствуют синглетам группы SU(N)×

SL(2, R), что позволяет использовать графическое описание для их постро-

ения и дальнейшей классификации. Приведены явные выражения для всех

функционально независимых интегралов движения вплоть до шестого по-

рядка по импульсам. Установлена связь развитой диаграммной техники с

базисными синглетными состояниями обычных квантовых спинов, постро-

енных с использованием парных валентных связей.

Разработана процедура построения интегралов движения соответствующей

сферической механики, исходя из интеграла движения базовой конформ-

ной механики определённой конформной размерности. Для системы Калод-

жеро указанная процедура определяет другой метод построения сфериче-

ских интегралов. Для сферической части четырехчастичной модели Калод-

жеро с исключенным центром масс построен таким образом полный набор

функционально-независимых интегралов движения.

2. Исследована трёхмерная фазовая диаграмма лестничной модели со спином

1/2 с дополнительными диагональными взаимодействиями, которая содер-

жит, как частный случай, множество хорошо известных ранее исследован-
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ных моделей. Доказано наличие только трех различных трёхмерных кван-

товых фаз: ферромагнитной фазы и двух массивных антиферромагнитных

фаз Холдейна с различным топологическим порядком. С использованием ре-

нормгруппового метода для матрицы плотности (DMRG) численно вычисле-

на с достаточной точностью поверхность фазового перехода, разделяющая

эти фазы. Некоторые части этой поверхности, разделяющие две массовые

фазы Холдейна, являются критическими с нулевой щелью (массой) и ну-

левым строковым топологическим параметром порядка. Остальная ее об-

ласть соответствует фазовому переходу первого рода с конечной щелью и

двум вырожденным синглетным основным состояниям. Показана, что хотя

топология эти двух фаз различается, их термодинамические свойства вблизи

критической поверхности одинаковы.

3. Сформулировано и доказано обобщение теоремы Либа-Маттиса об антифер-

ромагнитном упорядочении уровней энергии для системы спинов 1/2 на лест-

ничной решетке, инвариантной относительно продольной оси симметрии ре-

шетки, с дополнительными диагональными взаимодействиями и с откры-

тыми границами. Доказано, что для широкой области значений параметров

минимальные уровни E(S, σ) в секторах с определенными значениями спина

S и четности (при отражении) σ = ±1 монотонно растут с ростом спина при

неизменной четности: E(S1, σ) > E(S2, σ) при S1 > S2. Уровень E(S, σ) обра-

зован всеми состояниями одного мультиплета спина S. В этом смысле он не

вырожден. Основное состояние антиферромагнитной системы с N ступеня-

ми является невырожденным спин-синглетном с четностью σ = (−1)N , или

невырожденным триплетом с четностью σ = (−1)N+1, либо их вырожденной

комбинацией, что характерно для цепочки Халдейна спина 1.

Аналогичное свойство доказано также для спиновой лестницы с четырехпи-
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новым циклическим обменным взаимодействием, а также при наличии гра-

ничной примеси. Частичные результаты получены для периодической систе-

мы.

4. Сформулировано и доказано обобщение теоремы Либа-Маттиса об антифер-

ромагнитном упорядочении уровней энергии для расширенной многозонной

одномерной модели Хаббарда с SU(n) симметрией, включающей в себя пар-

ные перескоки электронов, спиновый обмен и произвольный потенциал на

узле. Минимальные уровни E(Y) в отдельных секторах, которые объединя-

ют эквивалентные представления и характеризуются диаграммами Юнга Y,

упорядочены в соответствии с доминантным порядком для этих диаграмм:

E(Y1) > E(Y2) при Y1 ≻ Y2. Уровень E(Y) не вырожден, то есть соответ-

ствующие собственные состояния составляют один Y мультиплет. Основное

состояние цепочки с M фермионами образует невырожденный антисиммет-

ричный SU(N) мультиплет порядка k = M mod N и размерности d =
(
N
k

)
.

Он является синглетом, если M кратно N .

Построены и исследовано семейство интегрируемых расширений обычной це-

почки Хаббарда. Отличительным свойством этого семейства гамильтонианов

является сильное вырождение уровней энергии, которое является следствием

достаточно широкой симметрии относительно аффинной квантовой группы.

Установлено, что основное состояние одного из представителей данного се-

мейства обладает сверхпроводящим свойством через механизм η спаривания

электронов.
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